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Б Б S S Õ N A 
Käesolev väljaanne sisaldab näiteid j» ülesandeid 
matemaatilise analüüsi alalt mitme muutuja funktsiooni­
de integraalarvutuse ulatuses ja on mõeldud matemaati­
lise analüüsi praktikumi läbiviimiseks prof. G. Kangro 
õpika "Matemaatiline analüüs" II (Tallinn, 1968) järgi 
TRÜ Matemaatikateaduskonna ja Füüsika-Keemiateaduskonna 
füüsikaosakonna teistel kursustel sügissemestril*
Ülesannete kogu igas osas on antud lühike teoree­
tiline sissejuhatus, kus on ära toodud põhilised mõis­
ted, valemid ja teoreemid, mida läheb vaja vastava osa 
ülesannete lahendamisel. Samuti on toodud rohkesti näi­
teid tüüpiliste lahendusvõtete rakendamise kohta. See 
teeb ülesannete kogu sõltumatuks matemaatilise analüüsi 
kursuse õpikutest ja võimaldab praktikumi materjali ka­
sutada ka iseseisvalt õppijail. Ülesannete kogu on so­
biv kasutamiseks ka teistes BHSV kõrgemates õppeasutus­
tes, kus matemaatilise analüüsi programmid on väiksema 
ulatusega.
Kõigile arvutueüleeannetele on antud vastused.Tär­
nikesega (*) märgitud ülesannetele on vastustes antud 
kae lahendust põhjendav märkus, juhised lahendamiseks 
või on ära toodud lahenduse põhiosa.
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1) jo dz = Ci 3) (£j = - -  + C.
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14)
15)
16)
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x ^ d x  a 2--- + с, к ui oc - 1 •
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<*x dx = -—  + C. 10) (cos x dx = sin x ♦ C,
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I. p a r a m e e t r i s t  s õ l t u v a d
I N T E G R A A L I D
§ 1. Parameetrist sõltuv Riemanni integraal
Olgu kahe muutuja x ja у funktsioon f määratud rist­
külikus f 'i 
R = X X T  = <(x,y) : a < x < b ,  c < y ^ d L
kus X = ja T = [c»dj .
Olgu f kui muutuja x funktsioon integreeruv lõigus X 
iga y€ T korral. Siis Riemanni integraal
F(y) = f  f(x,y)dx (1 )
'a
määrab F kui у funktsiooni lõigus T. Funktsiooni F nimeta­
takse parameetrist у sõltuvaks Integraaliks.
Võrdusega (1) määratud funktsioonil F on järgmised 
omadused.
Teoreem 1 . Kui funktsioon f on pidev ristkülikus R, 
siis funktsioon F on pidev lõigus T.
Teoreem 2. Kui f ja tema osatuletis f on pidevad 
ristkülikus R, siis F on diferentseeruv lõigus T ning sel­
les lõigus kehtib Lelbnizi valem
Ц -J^f(xty)dx 
dy 'а 0 У
ehk, v
?’(y) =) f (x,y)dx . (2)
а *
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Teoreem 3« Kui f on pidev ristkülikus R, siis
d b d *
\
kus
^ F(y)dy s ^ dx ^ f(x,y)dy, (3)
b d b г d \
^ dx ^  f(x,y)dy = [ { [  f(x,y)dyjdx.
Arvestades võrdust (1), saab valemi (3) kirjutada ku­
dul
d b b d
^ dy ^  f(x,y)dx = ^ dx ^ f(x,y)dy. (4)
Seega antud eeldustel võib imtegreerimisjärjekorda muu­
ta.
Näide 1 . Näidata, et funktsioon
P(y) = (x ln" (1 + xy)dx
on pidev igas lõigus T = [a,bj , kus 0 < a < b .
Lahendus^, Veendume kõigepealt, et integraal F(y) eksis­
teerib. Iga y€ T korral on integraalialune funktsioon
* Tn O * +  zyj
pidev poollõigus (O,'!] ja kohal x = О on tal kõrvaldatav 
katkevus, sest
lim f(x,y) =
Х-» o+ J
Et integraal ei sõltu integraalialuse funktsiooni väärtu­
sest ühes punktis, siis defineerides iga y€ Y korral lõi­
gus X = [o,l] pideva funktsiooni
f(x,y), kui x А 0,
saame, et ^
F(y) = j g(x,y)dx
о
ja et ta eksisteerib lõigus Y* Aga funktsioon g on pidev
kogu ristkülikus R = X X  Y, siis teoreemi 1 põhjal integraal
F(y) on pidev lõigus Y.
Näide 2. Arvutada pjirväärtus 
Л/2 __________
lim \ 41 - у sin^x dx.
y * -«- i  1
Lahendus_. Piirväärtuse arvutamiseks valime у muutumis- 
piirkonnaks näiteks lõigu Y = [0,1^ • IntegraaIialune funkt­
sioon on pidev ristkülikus R = XXY, kus X = [о, ТГ/2j. See­
ga vaadeldav integraal
-rr/2 |-------------
F(y) = ) u  ^ - У si n ^  dx
eksisteerib iga y€ Y korral ja on teoreemi 1 põhjal pidev
selles lõigus Y. Järelikult
lim F(y) = F(1) = 
y-» 1-
dx =
ff/2 - ---------  1Г/2
= \ \ |  1  - sin^x dx = j j cos x
7Г/2
= ^ cos x dx = 1 .
Näide 3 « Kasutades Leibnizi valemit, arvutada integraal 
j r / 2
( •] _ I t у sin x dx
j 1 - у sin x * sin x*
kui y2< 1 .
La hen
integraalialune funktsioon
p
dus^ Tingimuse у < 1  tõttu on 1 ± у sin x > 0  ja
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2
f(X,y) g w  * У »in - I °1д *)
on siis määratud rietkülikuß R = X X  Y, kus X = [o, jr/2J ja 
Y = (-1,1). Funktsiooni f võib hulgal R lugeda ka pidevaks, 
sest sirgel x = О on temal kõrvaldatav katkevus,kuna L'Hos- 
pitali reegli abil saame
li, * У sla *? = Xim , ,---  = ± y,
„  0 sl“x ,o.x* о ' * У sln x 7’
^0J
mille tõttu võime võtta
f(0,y) = ii„0 Ш j t .| = 2y.
Seega integraal ^ 2
F(y) = \ f(x,y)dx
о
on parameetri у funktsioon vahemikus Y = (-1,1). Leibnizi 
valemi rakendamiseks valime suvalise £ € (0,1 ) ning vaat­
leme funktsiooni F lõigus Yb =[-1 + £ , 1-£]CI. Leiame osa- 
tuletise f^, saame
;
1 1 2 '---- ----  + ---------  s -------— t tui x /£ 0,
1+y sin x 1-ysin x 1-y sin x
[i.(2y)* = 2, kui x = 0.
Osatuletis fy on pidev ristkülikus X X  Y t , sest
lim f (x,y) = lim ---- 2--- = 2 = f_(0,y).
x-> о J Х-» о 1 - у sin x - y
Seega on teoreemi 2 eeldused täidetud ja Leibnizi valemi
(2) põhjal j
тг/2 '
dF _ ( 2dx 
—  - \ ----- n---T— •
dy 'o 1 - у sin x
Võttes u = tan x, saame
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= и 2  a r c ta n (\jl -  у 2  а) зг
\h - У2 0 \И - у2
Seega integreerides tuletist F'(y) muutuja у järgi, leiame
F(y) = \ - - ■ dy =4 tarcsin у + C,
J \ P T T 7\i У
kus С on mingi konstant, mis tuleb veel määrata« Et lähte-
integraali põhjal on
tx/2 Я/2
F(O) = ( f(x,0)dx = (j О dx я 0,
о о
ja leitud F(y) avaldise põhjal on F(0) = JE arcsin О + С =С,
siis С = О ja järelikult
F(y) я jr arcsin у,
mis t suvalisuse tõttu kehtib kogu vahemikus (-1 ,1 ).
Näide 4. Arvutada integraal 
----------- 1 Jb _ a
In X 
kus a,b > 0.
Lahendus^ Et juhul a,b> 0 kehtib valem 
-b _a bd /
siis teoreemi 3 põhjal 
1
kus ^
F(y) = ) x^sin ln x dx,
0
sest f(x,y) = x^ein ln x võib lugeda pidevaks ristkülikus
[0,1] X  [a,b] , kuna a,b> 0 tõttu on
lim f(x,y) = lim o(1 )0(/J) = 0,
X-ä> о Х-» о
ja seega funktsioonil f on sirgel x = 0 kõrvaldatav katke-
vus.
Hüüdjtehes muutuja vahetuse ln x = -z, leiame x = e“z
ja
о 9°
F(y) = ( e~yzsin(-z) (-x) dz = - j e-^y+/* ^ zsin z dz.
J, 0OO
Eaks korda ositi Integreerides saame
OO
-F(y) - -e“ y^4,1 ^ zcos z| - (y + 1) [ e“^y+/|^zcos z dz =
•о о
.OO
= 1 - (y + 1)^e“^y4,1^ zein zj - (y + /,)P(y)J =
= 1 + (y + 1)2F(y),
kust
F(y) = -
Järelikult
b lb
J = - ( ----T2---— 2 = -arctan(y + 1)
/ 1 + (У + 1)
= arctan(a + 1 ) - arctan(b + 1 ) =
= arctan -----—  ~ --------  .
1 + (a + 1 )(b + 1 )
а
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Teoreemidega 1 - 3  analoogilised teoreemid kehtivad ka 
juhul, kui integraal sõltub mitmest parameetrist, näiteks 
F(y,z) = £ f(x,y,z)dx.
Siis Leibnizi valemis (2) tuletise F'(y) asemel tuleb 
vastav osatuletis.
, Näide 5» Diferentseerides parameetri järgi, leida in­
tegraal
j r /2
F(y,z) = \ ln(y cos2* + z sin2x)dx,
'o
kus y,z> 0.
Lahendus л Et y,z>0, siis funktsioon
f(x»y»z) = ln(y cos2^  + z sin^) 
on pidev vaadeldavas piirkonnas. Tema osatuletis
on ka pidev samas piirkonnas. Teoreemi 2 põhjal võime ra­
kendada Leibnizi valemit, mis annab
dx_____( ___  du
. Л/2 p jr/2
о F _ ( c o b~x  dx _ ( cbc _ r
^У ) ycos^c+zsin^ J y+ztan^x £ Õ  +u2)(y+zu<1)
Saadud integraali arvutamiseks lahutame integraalialuse 
funktsiooni osamurdude summaks.
Olgu
______  1______  _ Au + В + Cu + D
(1 u^)(y + zu^) 1 + u^ у + zu2 *
siis 1 = (Au + B)(y + zu2) + (Cu + D)(1 + u2). Kordajad 
määrame järgmise skeemi järgi
-lj-
Seega
u = i 
u = 0
и?
d F 
*“y
1 = (Ai + B)(y - z), А = О, В = — — ,
1 = By + D,
0 = Az + С, С = О.
D = 1 - f ^ r s  - r r j *
_ л (( л ___;
"у - 2 }о7 7 7  у +
z -j) du =
q
 zu 
z 1
о 1 + ц у 1 + (2/y)ü
2 >du =
= » - (arctan u -\j| arctan\| u)
у - z 'S
Järelikult
7' 2\fy(\ly +\[z)
( dN^
' \Гу +
= jt i - Ж - .  = 
\[y(\Iy + nJ5) fy  Nfz’
= JT ln(\|y + \[z) + C(z), 
kus integreerimiskonstant C(z) võib sõltuda muutujast z. 
Eonstandi C(z) määramiseks arvestame, et lähteintegraali
põhjal on 7Г/2
ln z dx = w  ln z
ja leitud F(ytz) avaldise põhjal on
F(ztz) = ic ln(2\fi) + C(z), 
г
Seega saame võrrandi
kust
C(z) - J  ln* — Tr ln(2\[i) = jr(ln\fž - ln2 - ln\fz) = -irln 2.
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Järelikult
F(y,z) = tr ln(\Jy + \[ž) - Jt ln 2 —1Z ln ' *
Ülesanded«
Näidata, et järgmised funktsioonid F on pidevad hul­
gas Y.
3
1. F(y) = ^  exp(-x2 J^y)dx, Y = [o,l]
2. F(y) = | dx, y = [-10,10]
7
3. F(y) = ( dx, Y = [-2,100]
-3
т/2
5. F(y) = ( ln sin(x + y)dx, Y = [o, J]
А
1
6. F(y) =  ^ ‘ rcsM V rt dx, I - [ 1 , 5 ]
0
1
7*. F(y) =  ^ sgn(x - y)dx, Y = [0,1]
о2
8. F(y) =  ^ sgn(x + y)dx, Y = (- oo, oo)
-1
9. Tõestada, et integraal
b
F(y,z) = j f(x,y,z)dx
on pidev ristkülikus Q = Y X Z, kui funktsioon f on pidev 
risttahukas [a,b] X Q .
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Kasutades ülesannet 9 näidata, et järgmised funkt­
sioonid on pidevad ristkülikus Q = Y X Z.
e
10. F(y,z) = ( -------- , Q = [-1 ,4] X [1 ,4]
i x l n (2x + y) + ln z
'1 
Ot/2
1 1 . P (y ,a ) = j  IntanC sy + z ) ta ,  Q ^ Х ^ . З Г )
12. , ( , , , )  ,  j arctaaL^  ax, q = [ . 5f5 ]x[1,2 ]
Leida järgmised piirväärtused.
3
1 3 . lim j  x2cos(xy)dx
0
2
18*. lim
y->> 0 n-*oo
1 4 . lim j  x^ch2(xy)dx
0
2
19 . lim
y-> 0 y-> 0
1 5 . lim ( dx 20. lim) ? 5
y-»1 4 x + у sin icy
1
У-* 1 -
1 6 . lim (\lx2 + sh2z dx 21. lim
Z-* 0 -1 t-» 0
1
1 7 . lim 
z-> 0
( dx 
l  1 + (1 + x z )V z
7C/2
о
JT
о
Л/2 
r dx
° о \)l - t^sin^x
22• lim  ( x“  ^\|x2 + ln  у sin(xy)d x
7*>1 i
e
23* lim  ( i  arctan  —-x- ■» dx 
y ^ 2+ А x У - 21
sb2
Arvutada tuletis dF/dy kahel viisil: a) arvutades in­
tegraali ja sellest tuletise, b) kasutades Leibnizi vale­
mit.
1
25» F(y) = ^ arctan p dx, kui y> 0
26. F(y) = j ln(x2 + y2)dx^ kui y> 0
о
Hl?
Leida järgmiste funktsioonide F tuletised
27. F(y) = f inQxy; 50. F(y) = f x"1arcsin(xy)dx
4  /о
,ас 2
28. F(y) =) x- cos(xy2)dx 31. F(y) =( x“1arccoe(xy)dx
*
29. F(y) = j (1/x)exydx
о
Leida järgmiste funktsioonide F osatuletised F - j *  F .
J z
32. F(y,z) = \ x~"larcsin(xy2z^)dx
'o
jt ^
33« F(y,z) = ^ x“1sin x(y2 - z)dx
In2 л
34. F(y,z) = j x" exp(-x у/z)dx.-1 „2.*
О
35» Näidata, et täisarvuliso indeksiga n Besseli funkt­
sioon ^
1.1
r
о
rahuldab Besseli diferentsiaalvõrrandit
Jn(x) = ijj cos(n»p -xsinvj?)dip
x2j”(x) ♦ J^(x) + (x2 - n2)Jn(x) = 0.
3
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Sageli esineb parameetrist sõltuv integraal kujul
£(y)
F(y) = ( f(x,y)dx, (5)
ot(y)
leus f on määratud ristkülikus X X Y  = {^a ,bj x£c,dj ning ra­
jad oL ja ^ on lõigus Y määratud funktsioonid.
Integraalil (5) on järgmised omadused:
Teoreem 4« Kui f on pidev ristkülikus X X Y  ning funkt­
sioonid di ja ^ pidevad lõigus Y, siis valemiga (5) mää­
ratud funktsioon F on pidev lõigus Y.
»
Teoreem 5» Kui funktsioonid f ja f on pidevad ristkü­
likus XXY, funktsioonid d ja p> aga diferentseeruvad lõi­
gus Y, siis valemiga (5) määratud funktsioon F on diferent- 
seeruv lõigus Y, kusjuures
Ülesanded
Näidata, et järgmised funktsioonid F on pidevad lõi­
gul Y.
nTj
ß(y)
(6)
37. F(y) =
о
j x"\rcsin(x/y)dx, Y - [1 ,2] 
x“1arctan(x/y)dx, Y = [-100,10]
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Arvutada järgmised piirväärtused.
3-y 1
39» lim ( x2cos2(xy)dx 40. lim ( x^ch(xz)dx
v* n Л _ 0 /
2-У
41 • lim ( "я ' g ^
У-> “1 i+v x + 2y +cos(jry)
z
!+У
1+У
42. lim ( \Jx2 + th2y dx 
У* 0 y-2
«У/2
43. lim \ sin(x + arcsin у)dx
3M’1- nF j
j-ra
Leida järgmiste funktsioonide tuletised ■*=. 
2+y ay
44. F(y) = x"1 ln(1 + xy)dx
о
3+2y -
4-5« F(y) = ( * ln(2 ♦ xy)dx 
liv'1 У ‘
о 2j
46. F(y) = j (2/x)ln(e + xy)dx 47. F(y) = j x“1
-у о
yJT У*
48. F(y) = j x" arctan(x/y)dx 49. F(y) = j x"
У
Leida järgmiste funktsioonide F osatuletised 
1 +z
50. F(y,z) = j x ^ l n O  + xy)dx
° 2 
7tZ -1
51. F(y,z) = j x" sin(xz^)dx
0
z
/
52. F(y,z) = \ x exp(xyz)dx
У
z
53. F(y,z) = j cos S  dx
1
z 2 2
54. F(y,z) = j x”1(e_yx - e"zx )dx
У
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sin(xy)dx
cos(xy)dx
Kasutades Leibnizi valemit^ arvutada järgmised integ­
raalid (muidugi põhjendades iga sammu).
55.  а д  = j  x ) * *  M < 1
о
зг/2
56. F(y) =  ^ ‘rot ^ C y t ^  xj.
0
57. F(y) = j ln(1 - 2ycos x + y2)dx, kui I j K '1
о
* / 2
58t F(y) = ln(y2 - sin2x)dx, kui | у | > 'l
о
n / 2
59. F(y) = Jj ln(y - sin2x)dx, kui y>1
о ^
Leida integraalid j F(y)dy, kui
n /  2
60. F(y) = j sin2x»co8sin x*cos(ysin x)dx
о
JT
61.  F(y) =  jj sin2x*cossinx*cos(ysin x)dx
о
зг^2
62. F(y) = \ sinx.cosNjcosx*cos(y'\lcosx)dx
x>
*/2 ----------- :
65. F(y) = j (šTn”x " 2\l1 “ y2sin2x)dx 
0
Kasutades integreerimist parameetri järgi^ leida
järgmised integraalid, eeldades, et b > a > 0.
? b а . «/2
« *  «*. j ln g .t bs|n x
65. j
0
1 Ъ а
X  —  X
■-^ n x—  cosln x dx
§ 2. Tõkestamata funktsiooni parameetrist 
sõltuv integraal 
Olgu kahe muutuja funktsioon f määratud piirkonnas 
XXY, kus X = (a,b) ja a < b  ning Y on suvaline piirkond.Ol­
gu f mõne y £ Y  korral tõkestamata x muutumisel b ümbruses,
kuid iga ye Y korral koondugu integraal
b
P(y) = { f(x,y)dx. (7)
*
Koonduvat integraali (7) nimetatakse ühtlaselt koonduvaks
piirkonnas Y, kui iga arvu e > 0  korral leidub selline arv
8 = 8 ( £ ), et kehtib 
b
f(x,y)dx < £ . ,  ( 8 )
kui a < b £ <b, sõltumata parameetrist y€Y.
Analoogiliselt defineeritakse päratu integraali (7) 
ühtlane koonduvus, kui funktsioon f on tõkestamata x muu­
tumisel punkti a ümbruses. Sel korral koonduvat inte­
graali (7) nimetatakse ühtlaselt koonduvaks piirkonnas Y, 
kui iga arvu £ >0 korral leidub arv 8 = S (£ ) > 0, et 
kehtib
I
j f(x,y)dx 
a
kui a< g <a + 8 <b, sõltumata parameetrist y£Y.
Weierstrassi tunnus. Parameetrist sõltuv integraal 
(7) koondub ühtlaselt ja absoluutselt piirkonnas Y, kui 
leidub muutuja x funktsioon g, et
|f(x,y)|4 g(x), OO)
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koi sõltumata muutujast y£ I ja
b
jj g(x)dx< oo .
Funktsiooni g nimetatakse funktsiooni f ma.lorandiks
piirkonnas Y.
Võrdusega (7) määratud funktsioonil F on järgmised
omadused. »
Teoreem 1 . Kui funktsioon f on pidev ristkülikus XxY 
ja päratu integraal (7) koondub ühtlaselt lõigus Y, siis 
funktsioon F on pidev lõigus Y.
Teoreem 2, Kui osatuletis f on pidev ristkülikus 
X * Y f integraal (7) koondub lõigus 1 ja päratu integraal
i & f ( I ’ y ) d I
koondub ühtlaselt lõigus Y, siis funktsioon F on diferent- 
seeruv lõigus Y ja kehtib Leibnizi valem
Щ = I ^  (11)
Teoreem 3. Kui funktsioon f on pidev ristkülikus XXY
ja päratu integraal (7) koondub ühtlaselt loigus Y, siis 
d b
Jj F(y)dy = j G(x)dx у (12)
с а
kus
d
G(x) = j f(x,y)dy. (15)
с
Võrduste (7) ja (13) põhjal võime valemi (12) kirjuta­
da kujul (4) t kust on näha, et teoreemi 3 eeldustel võib 
integreerimisjärjekorda muuta.
Kui valemiga (7) määratud funktsioon P on tõkestamata 
hulgas Y^ = [c,d), siis valem (12) kehtib järgmistel ran­
gematel eeldustel.
Teoreem 4 . Kui funktsioon f on pidev ja f(x,y) ^  0 rist­
külikus X^Y^, integraal (7) koondub ühtlaselt igas lõigus 
[c,SJ С Y-] ja päratu integraal (13) koondub ühtlaselt igas 
lõigus [a,pjc [aib), siis kehtib valem (12), kui üks tema 
pooltest koondub.
Näide 6. Leida funktsiooni2
P(y) = ( | ln x|7dx 
'o
määramispiirkond Y.
Lahendus^ Integraalialune funktsioon 
f(xty) = | ln x|y f 
kui у ^ O fon katkev sirgetel x = 0 ja x = 1. Kui y< 0, siis 
sirgel x = 0 on funktsioonil f kõrvaldatav katkevus, sest 
sel korral
lim | ln xl y = 0, 
x-> о
kuna
lim ln x = -oo.
Х-» о
Kui aga y>0, siis esimese võrdluslause põhjal vaadeldav in­
tegraal P on koonduv, sest leidub konstant M^> 0 selline, 
et kehtib võrratus
Selle näitamiseks arvutame järgmise suhte piirväärtuse 
(L'Hospital! reegli abil):
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Uurime integraali koonduv ust x = 1 ümbruses. Asenda­
des x = 1 + a, saame
2
Nüüd tuleb integraali koonduvust uurida z = 0 ümbruses. 
Et aga ln(1 + z)~z, kui z 0, siis 
k lny (1 + z)~ zy ,
ja seega teise võrdluslause põhjal integraal F(y) koondub, 
kui - y O ,  s.o. kui y>-1. Järelikult funktsiooni F mää- 
ramispiirkond on I s (-1,00).
Näide 7. Tõestada, et päratu integraal
1
dx
J2x
on absoluutselt ja ühtlaselt koonduv funktsiooni F määra- 
mispiirkonnas.
Lahendus^ Integraalialune funktsioon on tõkestamata 
x s £l ümbruses. Et funktsioon cos (y/x) arctan ■ — - ■ ■ 
on tõkestatud oma määramispiirkonnas ja katkev ai­
nult sirgel x = 0, siis integraalialune funktsioon on in­
tegreeruv igas vahemikus (-1 + S, 1 - S ) ja võrratustest
cos Z arctan — -— * 2 -------  ( ---— — ^ oo
^  ' f T j  2 J, ^ — 2
saame Weierstrassi tuimuse põhjal, et P on määratud ja in­
tegraal on absoluutselt ja ühtlaselt koonduv kogu arvteljel.
Näide 8. Tõestada, et päratu integraal
1
on ühtlaselt koonduv hulgal Y = £-00,2 - cr] iga 0<<У <2 
puhul.
Lahendus_. Kui y>0, siis integraalialune funktsioon
on tõkestamata x = О ümbruses. Juhul, kui у = 0, on funkt-
sest sin(1/x) = 0(1). Juhul y < 0  võib funktsiooni f luge­
da pidevaks, sest seose
tõttu on katkevus kohal x = 0 kõrvaldatav. Seega on meil 
tegemist päratu integraaliga ainult juhul y> 0. Antud juhul 
Weierstrassi tunnuse rakendamine ei anna aga tulemust, sest 
võrratus
kehtib küll iga хб[о,1] ja у €(-<*>,2 -o'] puhul, kuid
juhul y > 1 .  Seepärast rakenaame vahetult definitsiooni tin­
gimust (9). Selleks valime suvalise § €(0,1) ja integree­
rime funktsiooni f ositi (arvestades, et 2 - y >  0):
f(x,y) = - 1  sin -
7Г X
sioon f katkev ainult kohal x = 0 ja seega integreeruv,
lim x”y sin ^  = lim o(1 )0(1 ) = 0
X - *  0 + X - *  о
4
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cos — - (2 - ▼) ^x1“ycosjdx=
0+ о
= ^ 2_ycos 1  - (2 - y) ( cos - -4гт *
S / X  7 ?о
Viimane paremal poolel seisev integraal on koonduv (isegi
absoluutselt), kui у - 1^1, s.o. kui y < 2 .  Seega
t . ~ _ «
^  £ 2~y + (2 - y) = 2 ^ 2“y ^ 2 S‘r< £
niipea, kuiO<£°"<|, ehk §-<Г > 2/ t  , kust § <( £ /2)1/oI 
Seega, kui võtame S' = ( е./2)Л^  <  l^saame, et võrratus (9) 
kehtib, kui 0< § < 8, ning vaadeldav integraal on ühtla­
selt koonduv.
Näide 9» Näidata, et funktsioon
1
F(y) s i n l ^
* x y
U
on pidev hulgas Y = (-7, 3/2].
Lahendus^. Koi 0, siis on meil tegemist Riemanni in­
tegraaliga ning F on pidev §1 teoreemi 1 põhjal. Juhul y> 0 
on integraal päratu, kuid näite 8 põhjal on ta üntlaselt 
koonduv ja seega F on pidev teoreemi 1 põhjal. Seega on F 
pidev hulgas Y.
Näide Ю. Diferentseerides parameetri y £ Y  = (— , ^)
\l2 \f2
järgi, leida integraal
\I"2 P p
» (y) . ( - 31 Z ) dx.
о х2ф - x2 
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Lahendus* Integraalialune funktsioon
x2^2 - x2 Х2 \|г - x2 ln Ю 
on iga y € Y  korral tõkestamata x = \J~2 ümbruses, sest ko­
hal x = 0 on kõrvaldatav katkevus, kuna
lim f(xfy) = lim - цт .-Г*.7--- =
x-» о x-> о jr \/2 (£) x-*o r*{2 ln Ю
-у2
{2 ln Ю
Seega võib lugeda, et f on pidev ristkülikus XXY, kus 
X =[o,\[2), ning järelikult ka igas ristkülikus X X Y t *kus 
Y£ = [-1/V2+C, 1/^2 -£ ] ja 0< E <1/V§".
Funktsiooni f osatuletis, kui x А 0, on
f-(x,y) = . 1 ---------- ------------------ --------------
x2^  - x2 ln 10 1 - x^ 2 (1 - x2^ ) ^  - х21пЮ
ning, kui x = 0,
f.(O.y) = -(■ !? - - )>. — =ŽZ----
7 |2 ln Ю \[2 ln Ю
Seega f on pidev ka sirgel x = 0, sest
«У
lim f_(x,y) = lim ------ » м2У-----------------------  =
Х-» о y x-> о (1 - x^y^)^2 - I2 ln 10 N|2 ln 10
= fy(o,y).
Kuna ristkülikus XX Y£ kehtib võrratus
f (x,y)k p = ----  ^
- a * \|г - x2 in io
г - 2 Ы 1 ^ ----- 2a
1 “ 2a* \|2 -  x2ln 10 ' (1 “ 2a jlnlO >J2 .  x2’
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kus а я - £ ♦ 1/\[2, ,1а
\f2 n[2
i _яго 2  < 0 0  *f T P  'I*
siis Weierstrassi tunnuse põhjal päratu integraal 
\[2
j fy(x,y)dx
о
koondub ühtlaselt lõigus Yg ja Leibnizi valemi (11) põhjal 
saame
= 5vi>y)te * Ttfio' [ (n. . *2 (x;f2cosf)
о
О -  тг/2
_ _ 2y Г -V2 sinvp d y  _ _ 2y Г d tp
lnlO 2( 1 -2y2c os 2vp) V2sin у ln Ю ^ 1-2y2cos2v|)
*/2 p  V 2
= _ 2 У ( dvp/(cos фj _ _ 2 j  Г .^ tancp _
lnlO 'o 1/(cos vi))-2y£: Дл Ю ' 1-2y^tan у
oo
2 у ( dz _ 2 у ( _____ dz _
'  ln-io b - 2 y 2« 2 '  "  ln10 1 . г Д  ‘
------ —-----Z—  arctan — ----  ^ _ ----— --  ---2----
In^O \Jl-2 y2 \Jl-2y^ °  ln 1 °  \Jl-2y2
Integreerides nüüd parameetri у järgi, saame 
F(y) = - ( , ?а7 «
1П °
2  ^
= С *L\r2f) = + c ,
21пЮ J 2n|i _2y2 2 ln Ю N 
kus С on mingi konstant, mis tuleb veel määrata. Et lähte— 
integraali põhjal on
f  {2.
F(0) = j f(x,0)dx = j 0 dx = 0
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ja leitud F(y) avaldise põhjal on
F(O) = ---2 + с,
2 ln Ю
siis
JT
С = -
2 ln 10
ja järelikult
F ( y )  = - Л -- ( Il -2y2 - 1).
2 ln 10 N
Näide 11« Arvestades, et
1
arctan x _ С dy
~ ------)o T 7 7 ? '
arvutada integraal ^
j - { arctan x dx
' l x vfTT?'
Lahendus_. Kasutades teoreemi 3'.võime integreerimis-
järjekorra muuta, saame
1 1 1 1  
j =( ( — Sz_«( dy( ---- A .T ., .
0 \|l - X2 0 1 + z У о о (1 + *V)\Tl . x2
Integreerimisjärjekorra muutmine on siin .lubatud, eest 
integraalialune funktsioon
f(x,y) = ------J -y j - ■ ■ i.
О + x y^ )\|i _ x2
on pidev ristkülikus (o,1) X [Õ,i] ja integraal
1
F(y) = j f(x,y)dx
о
koondub ühtlaselt lõigus [0,'j] , mis nähtub võrratustešt
\|l - x2 о \|1 - X“
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Weierstrassi tunnuse põhjal. Nüüd saane 
Л о
P(y) = ( ----- a* = - — чдц-Д »-,  
b Cx-oos?) n h ein{f <1+* 008 ?>
J^ 2 oo 2 ^
,( ___= f z c o p e a i  = f---- z_dz—
* l ^ o o s ^  ^  tanip j ^ » r c o s  if £1/ cos f
( dz _ у ( dz _
{/Uz2y2+y2 -Uy5 ) 1 +y z2/(1 +y2)
у yz 1“*° nIi+у2 1 ЗГ= ■ « . arctan ■* - = ■ ■ -
^  \ / ü ?  lo 7 s f w *  2
ja seega
1 1
J = ( P(y)dy = J  ( ■ Ч -J- = - arsh у
о 2 }о ф Т 7  2
= 2 in(y + \jl ♦ у2)
1
= I  In(1 ♦ J2).
о
Ülesanded.
Leida järgmiste funktsioonide P määramispiirkond T.
1 167. P(y) = ( oosCx-jrsln žl dx 71. r(y) = ( ^  to
i v  - 1  i N j m ?
1 1
68. P(y) = ( gM C ^ - y 008-^! dx 72. F(y) = ( (/1-х)УС08тД—dx
1 slxO  - x> О
2 1
69. P(y) = ( .S^Cgg) dx 73. F(y) = ( lny(1+x)dx
о о
70. P(y) = J sin£x g i n  x) ^  7A- p(y) = J  _dx_
о ' о s3inyxи
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76.
1 */2
= j lny dx 79. F(y) = ( sin^-yx sin(xy)dx
0 /0
1 1
ii £ Sh &
41
80. F(y) J J  в1^ ? 11п x? dx
-1 0
я/2 it/2 2
= С tanyx dx 81. F(y) c o s 'S c  ^
)
о
л/2
° N y J l^ S J L n 2 !
= j cos yx cos(xy)dx 
0
82J Näidata, et päratu integraal
1
о 17
koondub vahemikus у (. 2, koondub ühtlaselt piirkonnas 
у 4 с <2 ja ei koondu ühtlaselt vahemikus у < 2.
831 Näidata, et päratu integraal
F(y) = ( g dx
' ( x 2  ♦  y 2 ) 2
koondub vahemikus (0,1 ),kuid ei koondu seal ühtlaselt.
Järgmiste päratute integraalide jaoks leida piirkond 
Y, kus nad koonduvad absoluutselt ja ühtlaselt.
0^  f a r c t a n ^ r i d x  87. ( -----
о \|1-ac ) ^|x(Vx+sgn y)
y l - 3
85 . С cos(x-y sinx) ^  gg# Г sinCxy),^ 
) 1 2 ixjir-x
86
I
. F(y) = ( ln x cos(xy)dx 89. ( dx
' •«, у/Сх-ЯХг-х)
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/ sinv K/2
90. ( , x dx , 91. ( ?АпСУЛап x)dY
<^ 2 >JC2x-1 )(x-1 ) 2 £ Jsin 2x
92. f  T
I (fxCI+x7)
Näidata järgmiste päratute integraalide absoluutset ja
ühtlast koonduvust piirkonnas Y.
93.
i \ F ^
Y = (-ln 2, 8
94.
2
( dx,
'1 \f Х“У
Y = M
95.
1
f COB(x*rt dx. Y = M
96.
1
( j 1 dx 
i 5
Y = w .  i>
97. ( il-jüZ i x ,
l ^ - x *
Y = (-
98. ( arccos(xy) 
о sli-x2*3'
Y = [0.1]
99.
0 \|l—x
Y = C- J.oo)
100.
1
f tan x dx 
0\Jx7 (1-x)
А
Y = (-oö,/ir )
101: j (1-x)y~1ln2x dx, Y = (то»00)
о
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1 0 2 :  j  ( - X  ln x)y~1dx, T  =  ( » i j » 6* 3 )
0  t
Näidata järgmiste päratute Integraalide ühtlast
duvust piirkonnas Y.
1
Ю З .  j  cos j ^  , T  * [ o f e  -  l j
о 
■Jt.
1
10*. *j x7( 7T-x)ysin x dx, T = (_v/7F, e/ j t )
0
1
105*  ^ (1-x2)ycos dx, Y = [-\fn, oo)
0
1
106. j In7 ^  dx, y  s C-ln 2, ln 30)
107.* ( arctanCx^ d x ,  Y = (tan 4 ,0°)
0 n/ W 7
1
108Г dx, Y = (ln 2, <*>)
109. ( — ' _  sin —Xj cbc, Y = (0,\JjjF)
l (2-x)7 x d
Näidata järgmiste funktsioonide pidevust,
1
-110. F(y) = ( arccot(x-y)ax
0  v *I“X
3
.111. ?(y) = ( 0ln(xT) dx
1 ^
1
112. F(y) = ( -=----äi------- ^
' y|x(2x+ 1+sgn У )
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koon-
114:
115.
119.
120. 
121.
124,
125,
126,
115.
127
я/ 2
Y = (-oof-4)
^ 7Г/2
■p(7) =  ^ (-1*  sin x)7ax 117. П у) = \
0 0 N
T = (-ln 2,ln tr)
1 Jf/2  2
cos (xy)dx
i
i Л 
F(y) = ( (cos xy)ln x dx 118. У(у) = ( °j°.s
о о \Jl-ysin2x
Leida Järgmised piirväärtused.
л/2 1
dx -no ( dxlim 
у-» о
lim
1+
( , .- M  . 122. li. ( d:
0 \ J l- ja in 2x  о е т - с о а  rry
1 ЭГ/6
I ( — = =  123. lim ( -
 ^ о \Jy - x+sin jry У"*  ^ о \|l-ysin^x
H/6
11. )
y-> 1 о \| 2 2 ]
N У -x -sin яу
Diferentseerides parameetri у järgi;leida integraalid.
sT? о
, p(y) . Г M 1 ^ _ z l  dx, 0 < y < 1 / 2
о x2\T^ 2
, p(y) = j dx, y24- л
o x^l-x2
. J(y) = ( In Q -x 2?2)^  _ y24  n
О \Jl -x2
• F(y) = ( y ). dx, 0 < y < 1
' \ll-X2
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1 2 9 .
1 3 0 .
1 3 1 .
1 3 2 .  
1 3 3 :
1 3 * .
1 3 5 .
1 3 6 .
1 3 7 .
128 F(y) = ( ln(1~x Z-2-I dx, |y| <  1 
l x \ ^ ?l  T , - r 2
JT / 2
F(y) =  ^ lnO+ysin^dx, y>-1 
о
л/2
F(y) =  ^ lnCI+ycos^dx, y> -1
с
1
F(y) = ^
xvjl-x2 
JT /2
F(y»z; ln(y+z tan^dx, z > y >0
о 
лг/2
F(y,z) = j ln(y2+z2cot^x)dx, а /£
о
о
Leida ( £*Ptag У F(y)dy, kui 
-тт/2 cos У
7Г/4
F(y) = j coe(sin x*tan y)dx 
Ж /2
F(y) = \ cos(sin x»tan y) dx 
о
(-1 r2  
Leida j F(y)dy ja \ F(y)dy, kui
о о
F(y) = j (-ln x)yln(-ln x)dx
0
1
F(у) =  ^ (-ln x)2y ln(—ln x)dx
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138. F(y) = j (-In x)J+/] ln(-ln x) dx
о
к
139. Arvestades, et j ln sin x dx = -JCln 2, leida
2 °  ж ^
{ F(y)dy, к ui F(y) = \ ^ 7~ЛШ-х,1п 131 sTF 
А О
1
Leida j F(y)dy, kui F on elliptiline integraal:
I
о
Л /2 p
-iko;  -  • sln
О
Ж/2
141.
\Jl-y2aiiAc
sin 2x dx
о x■\[l-y28ln2X
у dx
142. P(y) = , ,
O'\|1-y^sin x
1 P
1*5. F(y) =
o\<1-x2)(1-x2y)
Ж/2
144. F(y) = ( äxi\Pü 2■ysin x
1^5. F(y) = (
о \]1-X2 \|1-3“X у
146t Tõestada, et Q < y < 1  korral
1 у_-1 oo
n=o
-36-
dx .
§ 3* Lõpmatute rajadega päratud parameetrist 
sõltuvad integraalid 
Olgu kahe muutuja x ja у funktsioon f määratud hulgas 
X X I ,  kus X = [a,oo) ja T = [c,d]. Kui iga y £ Y  korral ek­
sisteerib päratu integraal
oo
?(y) = j f(x,y)dx, CH)
а
siis see integraal kujutab funktsiooni P hulgas T, mida 
nimetatakse parameetrist у sõltuvaks päratuks integraaliks. 
Analoogiliselt defineeritakse parameetrist у sõltuv
integraal
j f(x,y)dx
—oo
Mõlema lõpmatu rajaga parameetrist у sõltuv integraal 
defineeritakse integraalide (14) ja (15) summana.
Päratut integraali (14) nimetatakse ühtlaselt koondu­
vaks hulgas Y, kui iga arvu £ >0 korral leidub selline arv 
N = N(e ), et ^
j f(x,y)dx < £ (16)
&
niipea, kui A> N sõltumata parameetrist y€Y.
Weierstrassi tunnus> Integraal (14) koondub ühtlaselt 
ja absoluutselt piirkonnas Y, kui leidub muutuja x funkt­
sioon g, selline et kehtib võrratus (10) iga x ^ x Q ^ a  
puhul sõltumata muutujast y ^ Y  ning
Э0
g(x)dx< «5.,
"o
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Funktsiooni g nimetatakse funktsiooni f ■"»fln-ranaika 
hulgal Y.
Võrdusega (14) määratud funktsioonil F on järgmised 
omadused.
Teoreem 1 . Kui funktsioon f on pidev hulgas X X  Y ja 
integraal (14) koondub ühtlaselt lõigus Y, siis funktsi­
oon F on pidev lõigus Y.
Teoreem 2. Kui osatuletis f on pidev hulgas X X  Y,
w
integraal (14) koondub lõigus Y ja päratu integraal
oO
\ <5y f(x,y)dx
a
koondub ühtlaselt lõigus Y, siis funktsioon F on dife- 
rentseeruv lõigus Y ja kehtib Leibnlzi valem
g  -  Р Я
a
Teoreem 3 » Kui funktsioon f on pidev hulgas
X x y  ja integraal (14) koondub ühtlaselt lõigus Y, siis 
~d oo d
^F(y)dy=j dx j f(x,y)dy. 
с а с
Integraali (14) võib vaadelda ka piirkonnas Y^ =
= [c,°o)t kus jääb kehtima ka Weierstrassi tunnus.Funkt­
siooni F integreerimiseks sel korral kehtib järgmine 
Teoreem 4 .^Kui funktsioon f on pidev ja f(x,y)^ 0 
hulgas XXY/j, integraal (14) koondub ühtlaselt igas lõi­
gus [c,d]CY-i ja päratu integraal
OO
G(x) = j f(x,y)dy (18)
с
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koondub ühtlaselt igas lõigus [a,b]cx, siis kehtib valem
O O  o o
j F(y)dy = j G(x) dx, (19)
с а
koi üks võrduse pooltest koondub.
Võrduste (14) ja (18) tõttu omandab valem (19) kuju
OO oo oo oo
j dy j f(x,y)dx = j dx j f(x,y)dy. 
c a  а с
Näide 12» Näidata, et integraal
oo
x dx
ce+y
on ühtlaselt koonduv hulgas Y = [o,°°).
Lahendus_* Et integraalialune funktsioon on pidev 
hulgas [o,°o)><Y ja iga x > 1  ja y £ Y  puhul on
0 4  •----- ------=  7f------ ------- r  4  1 ■.
1 I  +  I e + y - '
ning e - 1 >1 tõttu on
о
7Г < 00 f( dx 
\ 1 ♦ X е-'1
siis Weierstrassi tunnuse põhjal on vaadeldav integraal üht­
laselt koonduv hulgas Y.
Näide 13« Näidata, et integraal
F ( y , » >  -  J”
О
on ühtlaselt koonduv hulgas Y iga z ^ Z  korral, kus Y=[of°°) 
ja Z = (-°°,<x>), ja hulgas Z iga y > 0  korral.
Lahendus,. Olgu
-39-
v(x) = j e”xysin xz dx.
Kaks korda ositi integreerides saame võrrandi v(x) suhtes, 
kust
v(x) -----ще (y einxz + 2; cosxz) + C,
У + *
kus С = const. Seega on v(x) = 0(1), s.t. leidub konstant 
M>0, et |v(x)|^ H iga x,y€Y (ja z€Z) korral.
Tähistame n&üd
niipea, kui A > N( e ) = 2М/ e . Kuna N( t ) ei sõltu muutujast 
y€Y, siis ühtlase koonduvuse definitsiooni põhjal on pära­
tu integraal F ühtlaselt koonduv hulgas Y. Sama tõestus näi­
tab, et ? on ühtlaselt koonduv hulgas Z iga y> 0 korral.
Näide 14. Kasutades Leibnizi valemit (^7)^ arvutada in­
tegraal
kui y> 0 ja z € z = (-oo, oo).
Lahendusл Integraalialuse funktsiooni loeme pidevaks« 
sest punktis x = 0 on tal kõrvaldatav katkevus. Osatule-
A
Integreerides ositi iga A ^ O  korral^saame
kust iga arvu £ >0 korral saame
oo OO
А А
oo
О
tie fy on ka pidev, sest
d f  _ Ъ /_-ХУ Sin XZn _ _-ху_л____
дУ Sy (e — ---> “• siB " *
Viimane võrdus f pidevuse tõttu kehtib ka juhul x = О (vt* 
¥
teoreemi tuletise piirväärtusest)*
Kuna iga у > О korral on
о
siis päratu integraal
oo oo
j dx = - j e'^sin xz dx
о о
koondub ühtlaselt hulgas Z iga y > 0  korral. Seega teoreemi
2 põhjal on iga у > О korral
Integreerides y> О järgi, saame
« ( Ш dy * - \ ( ---äi---- arccot I + C(*) =
Ф  ♦ 1
= arctan — ♦ C(z).
Et F(y,0) = О ja teiselt poolt ka
О = arctan О + C(s)t siis C(z) = O*
Seega juhul y> 0 on
F(y,z) = arctan
Jääb leida veel F(Ofz).
—  Et näite 13 tõttu on F ühtlaselt koondav hulgas T =
e_xysin xz dx = -v(x) = - - - •
о  ^ + 8
-41-
6
= [О,-) iga z korral, siis on ta pidev ka punktis у = 0* 
Seepärast teoreemi 1 põhjal võib üle minna piirile у •f 0+ 
integraali märgi all da saame
тт/2, kui z > 0,
0, kui z= 0, 
-Л/2, kui z < 0.
F(0,z) = ( B±n--—  dx = lim arctan | = <
l  j-*  o+ Jо
Sama ülesande võib lahendada ka diferentseerides muu­
tuja z järgi. Nimelt iga y> 0 korral integraal
oo
 ^ dx = j e-xycos xz dx
on ühtlaselt koonduv hulgas Z ja osatuletis on pidev 
hulgas Z, siis Leibnizi valemi järgi
со
^  = j e“x^cos xz dx. 
о
Kaks korda ositi integreerides saame y> 0 korral
e Jsin xz
oo
( e-x^sin♦ z \ e~ ^ sin xz dx =
- 2 ( e“Xysin X Z  dx = ■; «У--m,
z  2  У  +  Z 2о у
kust, integreerides z järgi, saamegi
?(y,z) =  ^-j' dz g = ^ ( ---— — j = arcfcan f + СЦСу).
У  +  Z 1  ' л . r Z\ У  П
1 *(f>
Näide 15. Arvutada integraal
oo
( cos ax- cos bx ,
) --------- 2----- dx*
о X
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Lahendus,. Piisab vaadelda juhtu b > a > 0 .  Arvestame,et 
juhul y > 0  on (vt. lk, 42)
j =
Viimane integraal on ühtlaselt koonduv hulgas Y a [y0, °°). 
kus У0> 0. Tõepoolest, kohal x = 0 on tal kõrvaldatav kat- 
kevus ja iga £ > 0  korral kehtib võrratus (16), sest
о
kui А > , kogu hulgas Y . Et aga
■ о b
COS ax - cos bx
X j sin xy dy,
а
siis juhul b > a > 0 on teoreemi 3 põhjal
oo oo b
( cos ax - с08 
■ " 2 - l = j sin xy dy =
о x \  О а
b oo b
=  ^ dy j to = 5 2^
а 0 a
* - f  0> - a).
Ülesanded«
Näidata järgmiste integraalide absoluutset ja ühtlast 
koonduvust hulgas Y, kui a > 0  ning <c < d  < °° .
oo
147. \ x7e-2xdx, T = [c.d]
2
148; f e W d x , Y = [c,d]
-oo
oo
149, ( e ^ B l n  X  dx, Y = [a,oo)
0
OO О
150. ( e- y dx, Y = [a,oo)
/
о
oo
151. ( e”3tyx2cos x dx, Y =: [а,«з)
/0
152 . ]° ._x* s a a d u l  d*. T := [o , « > )
155. f «2 2 _ s -ä § ,  
' 1+(x+y)
Y = [0,oo)
Г  V2 x2
154* j  (А й )2 to’
Y := (-00,00)
155 . p = ä ^  а ». Y II I—
I
0 4^
156\ Г е-^У 1- c; e d i. Y = [a,oo)
15- Г  0-xy coa x-ooe x j dx, Y = [a,oo)
/ "Ü" 
О '
158. “  e -5^  8l“  *  to, Y =  ( 0,oo)
0
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159.
160. 
161. 
162* 
1бз:
gas ' 
1641
165.
166.
167«
168.
169.
( S Ü L S  to, I = (-»,«.)
-L 1+x2
oo
- 2
oo
J 9-x coe2x^coeiSr dXf у = (-00,00)
(e“x einxy-sin» ^  y = (-co,oo)
J \fx arctan x
о
G(x) = j xa"1r (1fx)yjÄ+b"1dy. X = [o, oo), a>1, b > 0  
о
P(y) = ( V - V C ^ V ^ ' V  X = [o,°°), «>1, b>1 
' 0
Näidata järgmiste integraalide ühtlast koondurust hui-
Г, kui a> 0.
0
со
( e_xy соД x dx, Y = [0,«>)
1 Mx
( e-xy £2S -x dx, I = [o,o°)
6 NFо
oo
. f sss^ z to, I = [».«>>
. 1  'Jw
Г i_sia=£2 to, ! . [«,«>)
/ 1«Г
О
OO 2
£ 2 ä ^ _  to, Y = (-1,oo)
1 « r
-45-
170^ Näidata, et päratu integraal
T oosjsl to
6 ^
koondub mitteühtlaselt vahemikus Y = (0,°°).
Näidata järgmiste funktsioonide P pidevust hulgas Y, 
kui а >0.
oo
171. F(y) = j T = fa,co:)
OO
172. F(y) = ( e-xy SiEJE dx, Y = [0,o°)
6
OO
173. F(y) = $ £™P-0S-Csz2 dx, Y = [a,00)
' 1+x*1
СО
174. г Су) = { * dx, Y = ( - ° ° ,  00)
oo 2
175*. F(y) =  ^ e“(x"y) dx, Y = ( - « ,00) 
о
Leida järgmised piirväärtused.
® °  00
176. lim iy«_2xdx 179: lim ( S i ü 5 £y->° ^3 у*г l 1
177. Ilm T  180. lim ( £ 2 S Ä K o o l A l x  
y-»o ^ 1+xÄ y-*4- i Xd 4-У
OO
2
00
178. lim \ -J— 5-^2----- 181. lim ( e"x chxy dx
y-» -1 л x +y +sin7ry у -*o 1
о
—46—
182*. Tõestada, et 0 < y < 1  korral 
( x ^ d x  . у  М чП 1
) “T5ÕE ~ 2-, nVI'-y*
1 n=o
183. Tõestada, et C X l y O  korral
Diferentseerides parameetri у järgi^arvutada järgmi­
sed integraalid.
184. F(y)
00
■ i
0
X y> 0
185. F(y)
00
- J
0
1-e“xy — 2—  dx,
xe
7  >  -1
1 8 6 . F(y)
00
=  5 
0
1-e"x2y — ---------- dx,
2x exp x
У > - 1
CX)
3 = £ 2 | j a  dx ,
X
187. F(y)
■ J0
00
y > 0
188. F(y)
■  i  
0
arctan xy ^  
x(1+x2)
189. F(y) = ]° (£iSjSZ)2 dx,
О
fi“ x y _ R- x z
190. F(y,z) = ^ --- dx, у>0, z> 0
О
^  2 
191* F(y,z) = j ----------- dx, у> 0, z> 0
0
\
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192. F(y,z) = j сов - cos xz dXf y>0> a>0
о
193. ? (т , . )  = ” а £ £ Ё В -а ц в а а в -д  ax, y > 0 , * > o
О
19*. *(7,*> » f  e-*r I r M b  Д  ax, y> 0, » > 0
о
195. IC y .. ) = ” . - x , ln  У - ”
О
196. n j . z )  = |°e_ I  008 * *  ax
О
-xy -xz
197« F(y,z) ■ ( ----Z2--- ein x dx, y>0, z > 0
о
/°а-ху -XX
198. F(y,z) = \ ---------  cos x dx, y>0, z > 0
о
199* Arvestades, et iga y > 0  korral on 
\ e_xyax = 1 ,
О
leida integraalid
(j е"хухд‘'/* dx (n = 1 ,2,*..). 
о
200. Kasutades ülesande 192 vastust^ arvutada integ­
raal
O O
J<7,*> = j x. z> y> o.
О
201. Näidata, et funktsioon
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- X  у  dx
oo
e
1+x*
rahuldab diferentsiaalvõrrandit
d %  - _ 1 
3? + '
oo
Arvutada  ^ e“xP(x)dx, kui
y о
V 2 *
202. F(x) = l cos(xsin y)dy 203. F (x) = ) cos(x siu y)dy
0 1 2 0 
Arvutada j F(y)dy ja  ^F(y)dy, kui
о
oo
204. F(y) = j e“V l n  x dx
о
ос
205. F(y) = j e“xx2yln x dx
о
206. Arvestades, et
= j e - ^  dy,
a-ax -bx b e - e
arvutada b > a >0 korral integraal
7  e“ ax  - e”bx 
f -  X ■
о
207* Arvestades, et juhul y > 0  on
oo
( s i n  x y  _ JT 
) x  4 1  *  2 >
О
arvutada integraal
o°
j x”3 [f(x,b) - f(x,a)Jdx, 
о
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7
teas
f(x,y) = sin xy - xy cos xy
ja b > a > О.
208* Tõestada (teoreemi 4 kasutamata) järgmine teoreem. 
Kui funktsioon f on pidev ja f(x,y)>0 hulgas X X  Y^, kus 
X = [a,oo) ja Y-j = [0,0 °), päratud integraalid (14) ja (18) 
koonduvad ühtlaselt vastavalt hulkades ja X, siis kehtib 
võrdus (19)» kui üks võrduse pooltest koondub.
209З Arvutada Euler-Poisson'i integraal
Kasutades ülesande 209vastust^ leida järgmised in­
tegraalid Leibnizi valemi abil, diferentseerides parameet- лл 
rite y >0 j a z>0 järgi.
о
lähtudes seosest \ < I
о о
СО .2. .2
212. Näidata, et integraal
о
-5 0 -
rahuldab diferentslaalvõrrandit
dF _ 1 
3y = - 3
ja leida F selle diferentsiaalvõrrandi lahendamise teel« 
213» Näidata, et Laplace integraal
2
F(y) =  ^exp(-x2 - ^ ) d x
0
rahuldab diferentslaalvõrrandit
3§ = "2F
ja leida F selle võrrandi lahendamise teel. 
214* Tõestada, et avaldises
( * V - 1 ta ( V 0 « 0 * yatb-1 dy
о о
tohib muuta integreerimisjärjekorda, kui a,b> 1 .
215* Näidata, et tõenäosusintegraali
x
ф (x) ■ ф- \ expC-y2) dy
о
korral kehtib võrdus
O0
j h  - Ф (x)] dx =
§ 4 . Buleri integraalid
Euleri esimest liiki integraaliks ehk beetafunkt- 
sioonlks nimetatakse funktsiooni B, mis iga x > 0  ja y > 0
korral on määratud valemiga
B(x,y) = \ tX- \ l  - t)7-1
О
dt.
Eulerl teist liiki integraaliks ehk gammafunktsioo- 
nlks nimetatakse funktsiooni Г, mis iga x > 0  korral on 
määratud valemiga
OO
Г(х) = j e"ttx“1dt,
о
Beetafunktsioon on sümmeetriline muutujate x ja у suh­
tes, s.o. iga x , y > 0  korral
B(x,y) = B(y,x).
Kehtivad järgmised taandamisvalemidž
B(x,y) = ^ ■*-J 2г"Т B(x - 1,y), kui x > 1  ja y> 0, (20)
Г(х + 1 ) = x Г(х), kui x > 0. (21)
Funktsioonide В ja Г vahel iga x,y>0 korral kehtib
seos
B(x,y) = * (22) 
Kui 0< x <1, siis kehtivad t äi end us va 1 emid
r w  r(1 - *> * S T O  (23)
B(x' 1 - x) - bIETt x ' (24)
Kehtib Euler-Gaussl valem
Г(х) = 1km xTx -f-U:..(x , П) • (25>
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Ülesanded»
216. Tõestada, et iga x,y>0 korral
tx~1
Т)х+У
217. Tõestada, et iga x > 0  korral
1
Г(х) = (J (-ln t)x"1dt. (27)
о
2181 Näidata, et iga n = 1,2,... korral kehtivad valemid
»<*•“> ■ *&— ■%:':№+ ° - -i)’ (28) 
Ja
P(n + 1 ) = ni, (29)
kus loetakse OI = Г(1) = 1 .
Näide 16. Arvutada integraal 
JT/2
/ ft /L
J = \ sin x*cos x dx. 
о
LahendusTehes muutuja vahetuse t = sin^x, saame
cos x = \Jl - t, dt = 2sin x*cos x dx. Valemite (22), (29),
(21) ja (23) põhjal
1 1
J = j t^O-t )2 2з1п^  C0BX = \ ( t?(l-t)2t-1/2(l-t)-1/2dt =
о о
= 1 ] t 5/2o - t ) 3/2dt = - 1 д у а  =
Näide 17» Arvutada integraal
oO
Lahend^us^ Teh.ee muutuja vahetuse = t, saame valemi­
te (26) ja (24) põhjal
oo 00 _o/z( 1 dt _ 1 f t ^ d t  __ 1 „,1 2л
1  =  Г 7 Т  5 ?  '  *  )  Т Т Г  -  J  * * * >  =
1 ж = K = is.
5 sin ^  " 3\JJ/2 " 3nJ3*
ülesanded.
219» Näidata, et Г on pidev ja igat järku pidevalt 
diferentseeruv funktsioon hulgas (0,oo).
220. Näidata, et В on pidev ja tema igat järku osa-
tuletised on pidevad hulgas (О,=o)x (0, <» ).
Arvutada järgmised integraalid.
1  ___  _
230. ( - 7 = r  235. ( -- -4jr 
) \ltan x ) Л + xr
0 о
231. С —  236.
1 # Г Г З  2 (1 + - * 'ь> с ♦ х)'
Л " #■*>
232. ( ■■ --d* ■■ ■ 237. ((— 5— )3 —iE —
2 Нл 1 Л + х s n m
233.
0 у г т ?  г  + х  ^
1 1Г
dx( б7= = "  238*. ( -----
О \fl - X о ^ COS X
239* Diferentseerides Leibnizi valemi põhjal võrduse 
(24) mõlemat poolt, leida integraalid
О O
kui 0< x <1.
Kasutades eelmise ülesande 239 vaatuseid, arvutada
integraalid.
oo oo
240. ( ---35UL- dx 242. ( ■
' (1 + x)\fx ' \fx(1 + x)
ln^x dx
241.
oo
ln x dx( ln -
l (1 ♦ x) 3/SE
243* Arendades funktsiooni
f(x) = cos xy,
kus 0 < y < 1 ,  Fourier' ritta ja kasutades ülesande 183 
reaks arendust, tõestada täiendusvalem (24).
2ЦЦ-* Täiend us valemi (23) Abil leida integraal
oo
(j exp(-x2)dx. 
о
245. Tõestada, et a> 0 ja x > 0  korral
-1 = — 3- (30)
*a Г(а) )
Kasutades võrdust (30), arvutada järgmised integraalid.
246* ( dx 249* j sin x2 dx
l <  о
\ —  dx 250. j cos x2 dx
oo li./ ai
247.
о
2511 Kasutades valemit (30) ja võrratust ey .^ 1 + у» 
tõestada, et x> 0 ja а > 0 puhul on
(а - 1)xB(x,a)< Г(х)< (а ♦ x)xB(x,a).
2521 Kasutades valemit (28) ja eelmise ülesande 251 
võrratust, tõestada Euler-Gaussi valem (25).
253. Euler-Gaussi valemi (25) ja taandamisvalemi (21) 
abil tõestada J.Wallis'i valem
.2ic _ 1 Г  (2 n ) ! !  T
2  -  lim  T  L'C2n - 1 ) ' !  LJ ‘
254. Valemi (25) da taandamisvalemi (21) abil näidata,
et Cesäro arvude
»X _ (n ♦ x)(n + x - 1)...(1 + x) 
n ~ nl
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jaoks kehtib asümptootiline valem
x
A ^
n Г(х +1)
kui x > -1 .
§ 5. Fourier* integraal Ja Fourier1 teisendus 
Olgu funktsioon f määratud piirkonnas (-00,00) ning in­
tegreeruv igas lõigus [-c,c] .
Päratu integraali
OO
f(x)dx (3 1)
Cauchy1 peaväärtuseks nimetatakse piirväärtust
в
lim ( f(x)dx
z *oo )_z
ja kirjutatakse
00 *
v.p.( f(x)dx = lim ( f(x)dx.
L e o  **°° l z
Kui eksisteerib päratu integraal O'1), siis kehtib võr­
dus
■ O o
V
( t00 
p # \ f(x)dx = ( f(x)dx,
—00 '—00•
s.t.,et siis Cauchy' peaväärtus võrdub integraaliga (31).
Iga paarisfunktsiooni f korral kehtib võrdus
(OO (°°
v.p. ( f(x)dx * 2 \ f(x)dx
'-00 0
ja iga paaritu funktsiooni f korral on
(OO
v.p. \ f(x)dx = 0»
—оо
-5 7 -
Käesolevas paragrahvis tuleb kõikides valemites, caB 
esineb integraal (31), võtta tema Cauchy' peaväärtus. 
Integraali
.00
\ |a(y)cos yx b(y)sin yxj dy (32)
о
nimetatakse Fourier* integraaliks funktsioonile f ja kirju­
tatakse
i
OJ
[a(y)coe yx + b(y)sin yxjdy, (33)
kui
Оо
a(y) = j  ( f(x)cos yx dx
(34)
4b(y) = 1 j f(x)sin yx dx.
Avaldises (33) märgi ~  asemele kirjutatakse võrdusmärk 
= vaid siis, kui on teada, et integraal (3 2) koondub väärtu­
seks f(x). Avaldistest (33) ja (34) on ka näha, et Fourier* 
Integraalil on suur analoogia Fourier' reaga, erinedes vii­
masest selle poolest, et summa on asendatud integraaliga ja 
funktsiooni f vaadeldakse piirkonnas (-oo,oo).
Kuna cos yx cos yt + sin yx sin yt = cos y(x - t), siis 
valemite (34) abil võib Fourier integraalile (33) anda kuju
1 (°° (°°
f (x)^ - \ dy \ f(t)ccs y(x - t)dt. (35)
O —oo
Et aga (Euleri valemi põhjal)
2 cos y(x - t) = 
siis voime integraalile (35) anda omakorda kuju
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f( x ) ^  ( dy ( f(t)eiy(x-t)dt. (36)
“ OO — OO
Avaldist (36) nimetatakse Fourier* integraaliks koapleksku­
jus funktsioonile f .
Erikujulised Fourier* integraalid« Kui f on paarisfunkt­
sioon, siis b(y) = 0 ja valem (33) esitub kujul
( ° °
f ( x ) ^  \ a(y)cos xy dy, (37)
о
kus
(°°
a(y) * ^  \ f(x)cos yx dx. (38)
о
Valemit (37) nimetatakse Fourier* koosinusintegraaliks 
funktsioonile f.
Kui f on paaritu funktsioon, siis a(y) s О ja valem 
(33) esitub kujul
f ( x ) ^  j b(y)sin yx dx, (39)
о
kus
b(y) e “ \ f(x)sin yx dx. (40)
о
Valemit (39) nimetatakse Fourier* siinusintegraaliks funkt­
sioonile f.
Fourier integraali koonduvustunnus. Kui funktsioon f 
on absoluutselt integreeruv piirkonnas (-oo,cw)f siis igas 
punktis x, kus on olemas lõplikud ühepoolsed tuletised 
f*(x+) ja f*(x-), koondub funktsiooni f Fourier* integraal 
väärtuseks
-59-
2Eri j uii ul, kui funktsioon f on pidev punktis x, siis sellee
punktis , v
S(x) = f(x).
Fourier* teisendus* Eeldame, et funktsioon f rahuldab 
Fourier* integraali koonduvustunnuse eeldusi* siis (36) ase­
mele võine kirjutada võrduse
S(x) « t ) . 1***"”«*.
Loo — oo
kus S(x) = f(x) igas punktis x ( kus funktsioon f on pidev. 
Tähistades
P(y) » C ° f(x) e“iyxa x , U 1)
võime integraali (36) esitada kujul
S ( x ) s -^LJ F(y)eiy*dy. (42)
Valemit (41) nimetatakse Fourier* teisenduseks funktsiooni­
le f ja valemit (42) tema pöördteisenduseks. Funktsiooni P 
nimetatakse funktsiooni f Fourier* teisendiks.
Paarisfunktsiooni f korral valemid (41) ja (42) esita­
vad ku j ul
F(y) a \Ji j f (x)cos yx dx (43)
ja 0
* у! ) р(у)с08 xy dy . (44)
о
Valemit (43) nimetatakse Fourier* koosinustelfi^Hno^«,
funktsioonile f ja valemit (44) tema pöördteisenduseks. 
Funkteiooni F nimetatakse sel korral funktsiooni f Fourier1 
koosinusteisend iks «
Paaritu funktsiooni f korral valemid (41) ja (42) esi- 
tuvad kujul
F(y) - j f(x)sin yx dx (45)
ja 0
S(x) = j F(y)sin xy dy . (46)
о
Valemit (45) nimetatakse Fourier* siinusteisenduseks funkt­
sioonile f ja valemit (46) tema põördteisendoseks. Funktsi­
ooni F nimetatakse sel korral funktsiooni f Fourier* siinus— 
teisendiks.
Kui funktsioon f on antud vaid piirkonnas siis
võime teda lugeda paarisfunktsiooniks (s.o. jätkata teda 
piirkonnale (-©°,0) nii, et tekib paarisfunktsioon),ja saa­
me leida temale Fourier' koosinusteisenduse (45). Lagedes 
aga funktsiooni f paarituks funktsiooniks (s.o. jätkates 
teda piirkonnale (-oofÕ] nii, et tekib paaritu funktsioon), 
me saame leida temale Fourier' siinusteieendnse (45). Nii­
sugust jätkamist tegelikult teba ei ole vaja, sest valemi­
tes (43) ja (45) esinevad funktsiooni f väärtused vaid an­
tud piirkonnast [o,o=>).
Kui funktsioon f on pidev punktis x, siis valemites 
(42), (44) ja (46) on S(x) = f(x).
Kui valemis (41) funktsioon F(y) on antud, siia võib 
seda valemit vaadelda kui võrrandit, kus otsitavaks on
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funktsioon f(x). Sel korral valem (42) kujutab endast võr­
randi (4 1) lahendusvalemit.
Kuna integraalid (32) ja (34) samuti ка (41) ja (42) 
ning nende erijuhud on parameetrist sõltuvad integraalid, 
siis nende arvutamisel võime kasutada kõiki võtteid, mis 
on antud eespool peatükis I parameetrist sõltuvate , inte­
graalide jaoks.
Näide 18. Esitada Fourier* integraalina funktsioon 
(l, kui |x| < 1 ,
f(x) = < , .
lp, kui |x| > 1 .
Lahend us_. Et f on paarisfunktsioon, siis kasutame va­
lemeid (37) ja (38). Vaadeldav funktsioon rahuldab Fourier* 
integraali koonduvustunnose eeldusi. Seepärast integraal 
(37) koondub väärtuseks
ff(x), kui |x| £  1 r 
S(x) = I
(1/2 , kui |x| = 1 .
Valemist (38) saame
(OO 1
a(y) = I  j f(x)cos yx dx = ^  \ cos yx dx = -| sin y. 
о о
Seega valem (3 7) käesoleval juhul annab
~ ~ 7  1  008 37
о
Seitame vaadeldava funktsiooni f veel Fourier* integ­
raalina kompleKskujus. Siis kasutame valemit (36). Arvuta- 
me seal sisemise integraali peaväärtuse, saame
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-1
1
-1
= -  ^  -  e1^ 1))  =
s e1* - а"1у
f(x) =
ixy
y -  2 siny.
Paigutades tulemuse valemisse (36), saame vastuseks
. O O
s ( x ) = l  a ä a j . »»»«,.
—Oo
Kui funktsioonil f oleks katkevuspunktides x = -1 
väärtus puudunud, s.t. kui ta oleks olnud defineeritud 
võrdusega
1, kui |x| <1,
0 , kui |xl>1, 
siis ülesande vastus jääks samaks.
Näide 19» Esitada funktsioon f(x) = exp(-x^/2) Fou­
rier' integraalina kompleksfcujus.
Lahendus_. Funktsioon f on absoluutselt integreeruv 
piirkonnas (-00,00), sest |x| >1 korral exp(-x2) <exp(- |x| ). 
Samuti on f selles piirkonnas pidev ja ka diferentseeruv 
selles piirkonnas. Fourier integraali koonduvustunnuse 
eeldused on täidetud ja me võime valemis (36) vastavuse mär­
g i ^  asemel kirjutada võrdusmärgi. Seega
f (x) = £  Г  dy f  e-‘2/2 dt.
m m O O  —  O O
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Arvutame sisemise integraali K(x,y) peaväärtuse. Et funkt­
sioon f on absoluutselt integreeruv piirkonnas (-oo,oo), 
siis iga x ja у korral integraal K(x,y) on absoluutselt 
koonduv. Seepärast K(x,y) langeb kokku oma peaväärtusega. 
Saame
K(x,y) = (“ e-t2/2-iyx-ljt dt . elyi ( e-ta/2-lyt dt .
mm O O  - O O
* .*»■ Г  .-[ct + 17)2 * y2]/2«  =
—  O O
f
,2/? (“ -(t*iy)2/2 
= ' j e dt .
- O Ö
Tähistame viimase integraali J(y) abil ja arvutama ta. 
St J(y) on (absoluutselt) koonduv, siis võime teda esitada 
jada piirväärtusena. Seega
J(y) = lim ( e-(t-fiy)2/2 dt _ 
n+oo) _ (t +iysz)
n+iv ~ 
lim  ^ e'
y 2
/2
П*oO J
-n+iy
Integraal J(y) kujutab endast parameetrist у sõltuvat integ­
raali. Diferenteeerime teda у järgi. Võrduse paremal poolel 
võime seda teha piirväärtuse märgi all, sest koonduvus у 
järgi on ühtlane igas lõigus (vt. G.Kangro, Matemaatiline 
analüüs, II osa, Tallinn 1968, lk. 64). Siis valemi (6) 
põhjal, kuna у on ainult integraali rajades^ saame
= i lim re-<n+iy)2/2 _ e-(-n+iy)2/2] #
*—П♦od 1
Viimase piirväärtuse arvutamiseks kasutame Euleri valemit 
ek+im _ ek(cos m + i sin m)f 
mille abil saame
ay J(y) = o-
Seega J(y) = const iga у korral. Konstandi määramiseks ar- 
vutame J(0). Ülesande 244 järgi on J(0) = \/2тГ . Järelikult 
J(y) = J(0) =\/Ür .
Kokkuvõttes oleme saanud " ,
K(x,y) =\/2тГ exp^iyx“y2/2).
Järelikult Fourier' integraal komplekskujus antud funktsi­
oonile f on
,-*2/г  .  _ L _ (~  „ W / 2 dy.
Ülesanded.
Leida järgmiste integraalide Cauchy' peaväärtused.
O O  OO
• dl255. v.p. ( ---dx 257. v.p. ( -x-  T
L o о  1  +  x  i o o  1  +  x
.O O  ^ OO | |
256. v.p. \ x cos x dx 258. v.p. \ Jarctan xl ^  ^
L o o  L o o  1 + * *
Esitada järgmised funktsioonid f Fourier' integraali­
na.
-6 5 -
9
|l, kui |x|< а, 
259. f O O  = < 1/2,kui |x| = a,
lo , kui |x|> a
[вgn x, kui lxl<a,
260» f(x) = 'S ii —
j^ O, kui |xl>a
X, kui I x K a ,
0 t kui lxl>a
X, kui |xl^.a,
0, kui lx!>a
jlxl, kui lxl<a,
\ 0, kui ]x|> а
261. f(x) =
262. f(x) a
263. f(x) =
e“x , kui x>0,
0, kui x < 0  
а
264*. f(x) = sgn(x - a) - sgn(x - b), kus b > a  
” 265*. =
• 266. f(x) = 5 “— 7 » kus a > 0  
а + xr
267. £(x) = -?-X-— kus a > 0
а + x
268. f(x) =
269. f(x) =
Sin X ,  kui Ixl ^ ,
0, kui Ix|>  r
cos x t kui |xI x/2,
!0, kui Ix I >1Г/2
270. f(x) = e~'x '
Esitada järgmised funktsioonid Fourier’ integraalina
kompleks kujus.
11, kui Ixl a,
271. f (x) = J 1/2, Kui |x| = a,
I 0, kui lx|> a,
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(sgn x. kui Ixl^a.
0, kui 1х1Г>а 
fx, kui Ixl <a,
(o, kui lxl>a
274. f(x) = sgn(x - a) - sgn(x - b), kus b > a
273» f(x) =
2 75. f(x) я exp(-x2) 
2?6*. f(x) = x exp(-x2)
Leida Fourier* teisend F järgmistele funktsioonidele x
277. f(x) = e^^'jkus a > 0
278. f(x) = x e ^ ^ ^ k u s  a > 0
279« f(x) = e“^ ^ 2 cos ax
280. Leida funktsiooni
t(x) = e-“, 
kus a > 0  ja x>0, Fourier* koosinusteisend.
281. Leida funktsiooni
f (x) = e“®*, 
kus a > 0  ja x>0, Fourier* siinust eisend.
282*. Näidata, et funktsioon
f(x) = <Г^'г
V£tT
langeb kokku oma Fourier* teisendiga.
283*. Leida funktsiooni f(x) = e~x f kus 0< x < c > o f p0u- 
rier* koosinusintegraal.
284* Leida funktsiooni f(x) = e“x, kus 0 < x < o o  , Fou­
rier* siinusintegraalo
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285. Leida funktsioon f, kui
1 г°°----- * = \ f(x) cos yx
1 ♦ 7 i
286. Leida funktsioon f , kui
-  OO
e”"y = \| f(x) sin yx dx,
о
dx.
У >  0.
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II. K O R D S E D  I N T E G R A A L I D
§ 1. Kahekordne integraal 
Olgu funktsioon f(P) = f(x,y) määratud tõkestatud mõõ-
pindaladega vastavalt mD^,...,mDn. Võtame igas osapiir- 
konnas suvalise punkti P., £ D i ja moodustame summa
Suminat (1) nimetatakse funktsiooni f integraalsummaks piir­
konnas D. “
Olgu Л osapiirkondade D^ suurim diameeter. Suuren­
dame nüüd osapiirkondade arvu nende edasise osadeks jaota­
mise teel, nii et Л -»0.
Arvu J nimetatakse funktsiooni f kahekordseks integ­
raaliks üle piirkonna D, kui iga arvu s >  0 korral leidub 
arv S >0, et
sõltumata piirkonna D jaotamisviisist osadeks D^ ja punk­
tide P ^  valikust. Sel korral öeldakse, et funktsioon f 
on integreeruv piirkonnas D ja kirjutatakse
tuvas piirkonnas D. Jaotame piirkonna D joontega (mille 
pindala on 0) mõõtuvateks osapiirkondadeks D^* ^2* **** °п
i=1
| J - otf)|C€, kui Л< £
J = jjjf(x,y)dxdy ( 2)
D
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naks.
Kehtivad järgmised teoreemid.
I. Integraali (2) olemasoluks on tarvilik, et funktsioon 
f oleks tõkestatud piirkonnas D.
II. Kinnises piirkonnas D pidev funktsioon on integree­
ruv selles piirkonnas.
III.Piirkonnas D tõkestatud funktsioon f on integree­
ruv selles piirkonnas, kui ta on katkev lõplikul arvul joon­
tel, mille pindalad on null.
17. Integraal (2) ei muutu, kui funktsiooni f väärtusi 
muuta lõplikus arvus punktides või lõplikul arvul joontel, 
mille pindalad on null.
Keskväärtusteoreem. Kui f on integreeruv piirkonnas D 
ja mingite arvude m ja M korral piirkonnas D on m^f(P)$ H, 
siis leidub selline arv yt, kus шч< ^  et kehtib võr­
dus
Kui funktsioon f on pidev piirkonnas D, siis leidub punkt 
Q£ D, et
Kahekordse integraali J arvutamisel kasutatakse järg­
misi võtteid.
1) Olgu piirkond D joontrapets, mis on piiratud vasa- 
Scule sirgega x = a, paremalt sirgega x = b, alt joonega у =
* 3a ülalt joonega у = ^ (x) (vt. joon. 1).
D
Л= £(Q).
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Kui f unktsioon f on integ­
reeruv piirkonnas D ja iga 
x£ [a»b] korral eksisteerib 
integraal
ß(y)
( f(xty)dy,
ot(x)
siis b ß(x) 
j *)f(x#y)dxdy = ( dx ( f(x,y)dy.
o((x)
(3)t J J
i) a
2) Olgu piirkond D joontrapets, mis on piiratud alt 
sirgega у = с, ülalt sirgega у = d, vasakult joonega x = 
= 3a paremalt joonega x = S (y) (vt. joon. 2 ),
Kui funktsioon f on integ­
reeruv piirkonnas D ja iga 
ye [c,dj korral eksisteerib 
integraal
<Ky)
( f(x,y)dx,
f(y)
£(y)
(4)
D с
Valemid (3) ja (4) erinevad teine teisest integreeri­
mise järjekorra poolest.
3) Kui funktsioon f on faktoriseeruv, s.o.
f(x,y) = f1(x)f2(y),
ristkülikus D = [a,b[] X  siis
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\\ f(x,y)dxdy = '( dy { f(x»y)dx.
tt y)
(x,y)dxdy = j f1(x)dx j fg(y)dy (5)
D  а с
eeldusel, et kõik kolm integraali eksisteerivad.
4) Olgu D suvaline tõkestatud mõõtuv piirkond. Jaota­
me piirkonna D osapiirkondadeks D/|,...,D^ nii, et osapiir- 
konnad D1t...,Dk on juhul 1) ja 2) vaadeldud joontrapetsid,
siis k
^  f(x,y)dxdy = 2  j) Jj f(x*y)dxdy. (6)
D i=1 D±
eeldusel, et integraalid paremal eksisteerivad.
Näide 1 . Asetada integraalis
J = f(x,y)dxdy 
D
integreerimisrajad valemite (3) ja (4) järgi, kui D on pii­
ratud joontega x = 0, y = 2 x - 2 j a y =  -2x + 2.
Lahendus^ Joonistame integreerimispiirkonna D (vt.joon.
3 ) .
Piirkonda D võib vaadelda 
kui kõvertrapetsit, mis on 
vasakult piiratud sirgega x = 
= 0, paremalt sirgega x = 1, 
alt sirgega у = 2x - 2 ja 
ülalt sirgega y = _2x + 2. 
Kasutades arvutusvalemit (3), 
näeme, et а = 0, b = 1, *(x) = 2x - 2, /3(x) = -2x + 2 ja
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ше saame 1 -2х+2
j dx ( f(x,y)dy. 
о 2x-2
Piirkonda D võib vaadelda ka kui kõvertrapetsit, mis 
on alt piiratud sirgega у = -2, ülalt sirgega у = 2, vasa-
Л
kult sirgega x = О ja paremalt sirgetega x = ^y + 1 (kai 
л *
yi 0) ja x =- jy + 1 (kui у;?0). Kasutades arvutusvalemit
(4) näeme, et с = -2, d = 2, f(.y) = 0 ja
. ЗУ ♦ 1. kai У4 0, 
õ(y) = ^
“  ^ y  + ku i У  ^ o .
Et . (S' (у) on määratud kahe erineva avaldisega, siie 
rajade paigutamiseks valemisse (4) peame piirkonna D jao­
tama kaheks osaks sirgega у = 0. Siis saame vastavalt vale­
mile (5)» et
о 1+y/2 2 1-y/2
j = ^ d y   ^ f(x,y)dx dy \ f(x,y)dy.
-2 о о 'о
Näide 2 . Arvutada integraal
J = Jj^ xJx + у dxdy,
D
kus D on piiratud joontega x = О, x = ЗУ ja у = 1.
Lahendus_. Joonistame integreerimispiirkonna D (vt. 
joon. 4 ). Näeme, et tegemist on joontrapetsiga, mis on
piiratud alt sirgega у = 
= 0, ülalt sirgega у = 1, 
vasakult sirgega x = 0 ja 
paremalt sirgega x = 3y.
Ю
Kasutame arvutusvalemit (4), siis с =0, d = 1» =
= 0 ja S (y) = ЗУ ning me saame
1 3y _____
J =  ^dy С \Jx + у dx.
о о
Arvutame kõigepealt sisemise integraali
37
u x у dx.
Et selles integraalis arvutamisel tuleb lugeda у konstan­
diks, siis dx = d(x + y) ja me saame
5y------37 1/2 . о. 3/2
j ^  x + у dx = j (x + y) d(x + y) = |(x + у J
о
= | [ c w J/2- ^ 2] = ^ / 2 .
x=3y
Xs=0
Seega
y372^  - у f ^ 2
28
15-
Vaadeldava integraali arvutamiseks võib kasutada ka va­
lemit (3). Siis а = 0, b = 3, * (x) = %x, |g(x) = 1  ja me
saame
Ülesanded.
287« Integraaleumma (1) abil arvutada ligikaudu integ­
raal
У dxdy, 
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kus
D =((x#y)s x > 0, y > 0, x + y^lj ,
jaotades kolmnurga D sirgetega
1 1  1 
x = 2» y = 2 ^ a x + y s Š
neljaks võrdseks kolmnurgaks ja võttes punktideks P^ kolm­
nurkade tipud täisnurkade juures.
288. Integraalsumma (1) abil arvutada ligikaudu in­
tegraal
j  j(x2 ♦ У2) dxdy,
D
kus
D = (U,y)s x2 + y2  ^l) , 
jaotades ringi D osadeks kontsentriliste ringjoontega
x2 + y2 = (|)2, к = 1,2,3,4, 
ja võttes punktideks P.^  kiire у = x > 0  lõikepunktid ring­
joontega.
Võttes arvudeks m ja 11 funktsiooni globaalsed ekstree­
mumid piirkonnas D, hinnata keskväärtusteoreemi põhjal järg­
mised integraalid:
289. jj cos -£— dxdy, D = /(x,y)s x2 + y2^ 7}
D x -f у + 1 *■ '
290. jj (x2 - y2)dxdy, D = |(x,y): x2 + j2 с 2x>
D '
Joonistada integreerimispiirkond D njng asetada integ- 
reerimisrajad kahekordses integraalis valemite (3) ja (4) 
järgi, kui
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2 9 1. D on ristkülik tippudega (0,0),(2t0)#(0,1)»(2»1)
292. D on kolmnurk tippudega (0,0),(2,0),(2,1)
293. D on kolmnurk tippudega (0,0),(2,1),(-2,1)
294* D on kolmnurk tippudega (-1,0),(1,0),(0,1)
295. D on ring x2 + y2< 1
296. D on ellips 9x2 + 4y2<; 36
297. D on ring x2 + y2^ y
298. D on ring (x - 2)2 + (y - 3)2< 4  
299« D on piiratud joontega у = x2, у = 1
300. D on piiratud joontega у = x2 , у = x^
Joonistada integreerimispiirkond ja muuta integreeri-
misjärjekord järgmistes integraalides.
1 x 2 2x
301. (J dx Jj f(x,y)dy 304. { dx { f(x,y)dy
0 о___ о x
1 VI-у2 1 1-х
302. ( dy ) f(x,y)dx 305. ( dx ( £ (x,y)dy
о 1-y -2 x2-1
© I e x
ЗОЗ. j  dx (j f(x,y)dy
v/y+i 1 \/1-у2
i dy (___f (x,y)dx + \ dy (___  f (x,y)dx
о - \A-y2
1 2-x
307. (j dx (___  f(x,y)dy
о \J>x-x2
2 У 4 2
308.  ^ dy  ^ f (x ,у)dx +( dy ( f(x,y)dx 
0 y/2 2 y/2
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309.
зю.
312.
313.
314.
315.
316. 
317 -
318.
319.
■jc/2 cosx w/2 cos x
( dx ( f(x,y)dy 3 1 1 . ( dx ( f(x,y)dy 
- V 2  о _л/2 i
JT 8 lU X
j dx j f(x,y)dy
0 о
Arvutada järgmised kahekordsed integraalid.
^  x dxdy, kus D on kolmnurk tippudega (0,0),(1,1)
D
ja (0,1)
j ^ у dxdy, kus D on piiratud joontega у = 0, x = 1 ja
D
у = x2
{ )sin(x + y)dxdy, kus D on piiratud joontega у =-x,
D
у = 0 ja x = тс.
 ^^ ex“ydxdy, kus D = jjo,ln 4J x [Õ, ln 2]
D
a  arctan x arc.cotу м  кия D 3 х Гл Д
У (1 + Х2)(1 + у2) С J L J
j j [sin(x + y) + sin(x - y)] dxdy, kus D = X
1
[O, * / 2]
j}jex+y dxdy, kus D on piiratud joontega у = О, у =
D
X
D
= ln x ja x = ln 5
x =\\ .y/xdxdy, kus D on piiratud joontega x = 1, 
D
= je . У = 0 ja у = x
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320. j \ к^ у^, kus D on Piiratud joontega x = 0,
У  = e " 1 ja X  + у = 1
D
+ y2 ^  1 ühine osa
32 2. Cx2 + y)dxdy, kus D on piiratud joontega у = x2 ja 
D
72 = x
32 3. xy2 dxdy, kus D on piiratud joontega y2 .= 4x da 
D
x = 1
324t )) у2 dxdy, kus D on piiratud x-teljega ja tsükloidi 
D
(x = a(t - 8in t) 
у = a(1 - cos t) 
kaarega, kus 04t.(27t j a a >0
§ 2. Muutujate vahetus kahekordses integraalis 
Olgu
D
kus f on pidev funktsioon piirkonnas D. Vaatleme kahest 
funktsioonist koosnevat süsteemi
mis teisendab uv—tasandil asetseva kinnise mõõtuva piir­
konna A  xy-tasandil asetsevaks piirkonnaks D (vt. joon. 5).
(7)
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Joon,5
Teisendust (7) nimetatakse regulaarseks, kui:
1) teisendus (7) on üksühene;
2) funktsioonidel (7) on olemas pidevad esimest järku 
osatuletised piirkonnas A, ;
3) kogu piirkonnas A  on jakobiaan
Kui teisendus (7) on regulaarne, siis ka piirkond D 
on kinnine ja mõõtuv.
Regulaarne teisendus (7) teisendab piirkonna A  sise­
punktid piirkonna D sisepunktideks ja piirkonna A  raja­
joone piirkonna D rajajooneks ning sileda joone siledaks 
jooneks.
Regulaarse teisenduse (7) pöördteisendus
on ka regulaarne teisendus.
Teoreem. Kui funktsioon f on pidev kinnises mõõtuvas 
piirkonnas D ja A  on piirkond, mille regulaarne teisendus 
(7) teisendab piirkonnaks D, siis kehtib valem
J(u,v) = * u A O
yu yv
|u = u(x,y) 
iy = v(x,y)
J = j [x(u,v),y(u,v)J |j(u,v)| dudv. ( 8)
Valem (8) jääb kehtima ka juhul, kui teisendus (7) ei 
ole regulaarne lõplikus arvus punktides või lõplikul arvul 
joontel pindalaga null.
Üleminek polaarkoordinaatidele. Olgu teisendus (7) an­
tud kujul
Seega teisendus (9) ei ole regulaarne vaid punktide (0,<£>)
xy-tasandil koordinaatide alguspunktiks. Järelikult kehtib 
valem (8), mis omandab kuju
hulgal, mis Гф-tasandil kujutab sirget ja mis teisendub
J = (г совф, r в!пф)г dr dtp. (10)
А
Kui piirkond &  on piiratud (vt. joon. 6 ) kiirtega
У
Ф=c< ja ф = /3 ning kõ' 
veratega
Joon.6
r = r1(cp) j a r  = г2Сф), 
siis valem (10) esitub 
kujul
ß г2(ф)
^(ф)
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Üleminek elliptilistele polaarkoordinaatidele > Sageli 
teisenduse (9) asemel on kasulik rakendada elliptilisi po- 
laarkoordinaate. mis määratakse süsteemiga
lx = ar cos ф
(12)
у = br в1пф, * 
kus a ja b on sobivalt valitavad positiivsed konstandid. 
Siis
J(r, ф ) = abr
ja valemid (10) ja (11) omandavad kuju
J = ab( С  Г(агсовф, br sincp)r dr d<f (1 3 )
л ✓ \
ja J = ab \ d<pl f (ar совф , br sinep )r dr.(l4)
(Ф)
Kui integraaIialune funktsioon või piirkonna D raja­
joone võrrand sisaldab avaldist x2 + y2, siis üleminekul 
polaarkoordinaatidele (9) saame
x2 + y2 = r2.
Kui aga esinevad avaldised x2/a2 + y2/b2, siis üleminekul
elliptilistele polaarkoordinaatidele (12) saame
x2 y2 2 
- 5  + *2 = r * 
a b^
Üleminek üldistele elliptilistele polaarkoordi­
naatidele. Paljudel juhtudel arvutused lihtsustuvad, kui 
rakendada üldisi elliptilisi polaarkoordinaate, mis määra­
takse süsteemiga
(X = ar cos8 фs (15)
у s br ein ф,
kus а>0, b> 0 ja s on sobivalt valitavad konstandid. Sel
korral jakobiaan
J(r»<p) = sabrcos <f sin cp .
Näide 5« Leida integraal
J = j^(3* + 2y - 4)2dxdy 
D
üle piirkonna
D =( (x,y): - \ < x - y 4<35 -24< 3* ♦ 2уч< в] . 
Lahendus^ Joonestame piirkonna D (vt. joon. 7 ). Näe­
me, et see on rööpkülik. Integraali J leidmiseks on vaja
D jaotada kolmeks 
osaks (nii nagu 
näidatudpunktiir- 
joontega joonisel
7 ). Seega J ar­
vutamiseks on va­
ja arvutada kolm 
integraali. Arvu­
tuse võib aga liht­
sustada, kui teha
Siis rööpkülik D teisendub ristkülikuks
A =  ((u,v): - ' U u 4< 3; - 2 4< v (8)
(vt. joon. 8). Jakobiaani J(u,v) arvutamiseks arvutame 
osatuletised:
Joon.9
Зх
-  *  1 К  -  = 0
+ 2yu = о Ц , ♦ 27T =1,
kust
ха ’- I »
= 4 = 5 .  ут = 5*
Seega
J(u,v) =
2 3
5 " 5 1
2 - 3
1 1 
5 F
= 25 1 1
_ 1
Valemi (8) Järgi saame
3 8
J = )) (v-4)2 ^dudv = ^ j du j (v-4)2dv =
-1  -2  
8
= ! j (v-4)2dv aA(v-4)5 
-2
Näide 4 , Leida integraal
J =\\ x dxdy,
= ф Л б *) = ^^^280 = 224,
T5" T " ‘
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kas D asetseb xy-tasandil esimeses veerandis ja on piiratad 
joonega
(x + y)5 = xy.
Lahendus,. Joonestame piirkonna D (vt. joon. 9). Näe­
me, et piirkond D on sama tüüpi, mis joonisel 6 . Seepärast 
lähme üle polaarkoordinaatidele (9)* Kõigepealt leiame 
piirkonna D rajajoone võrrandi polaarkoordinaatides. Selleks 
teeme rajajoone võrrandis muutujate vahetuse (9)* Saame 
(гсовф rsincp)^ = r2cosipsin(p,
kust
kas
* = *2(Ф).
P ( Ф ) = _совч> Blncp
(cos ф -f sin ф Y
Valemi (11) kohaselt
<л/2 г2(ц»)
J = j dtp j r2cos ф dr =
о о
<31/2 г2(ф)
<л/2
1 '( coe^^P sin^<p
= Г \ ---------------и d Ф =
'0  (С 0 8 ф  +  Б 1 П ф  ) ^
<JC/2
o (1 + tan ф)^ сов2ф
oo
1 ( z 1 '
= dz = 3 B(*’5) =
= ^(4) Г ( 5 ) /  Г (9 )  = 2.41/81 = 1/840.
Polaarkoordinaatide (9) asemel võib üle minna ka ül­
distele elliptilistele polaarkoordinaatidele 05) muutujate 
vahetusega
{x = r cob2y 
у  s  Г  sin2 <p.
о
Siis 4r s sin 2f.
Seda ülesannet võib lahendada lihtsal viisil ka järg­
mise muutujate vahetusega y/x = v ehk
x = u 
у = uv.
Sel korral jakobiaan J(u,v) = u ja rajajoone võrrand tuleb
----- 2_ .
(1 ♦ v)
Et J(u,v) = 0  vaid ühel joonel u = 0, siis võime kasutada
muutujate vahetuse valemit (8), mille kohaselt
oo v/(1+v)3 
J = ^  u u  dudv = j dv j u2du =
{:
А
oo v/CUv)3
dv =
= \ B(4,5) = ЗДГГ
Ülesanded«
Järgmistes integraalides teha märgitud muutujate vahe­
tus valemi (8) järgi ning asetada rajad saadud integraalis.
2 3x
1 1  Jx = u(1-v)
326. j dx j f(x,y)dy, \y = OT
о 0
3 2x
327. j dx j f (x,y)dy,
u = x + у 
у = uv
328. j j f(x,y)dxdy, kus D on piiratud astroidiga x2/5+y2/5=
= 1; f X = U COS-'V
У = u sin^v
329. ^f(x,y)dxdy, kus D ={ (x,y): x2 + y2^ 4, x»0, y>7(j, 
D
{:U =  XV = y2
330. ^  f(x,y)dxdy, kus D on piiratud paraboolidega у = x2
Ja у = 2x2 ning hüperboolidega xy = 1 ja xy = 2;
tу = ux .V = xy
Joonistada integreerimispiirkond D ning asetada integ­
raalis (2) integreerimisrajad valemite (11) või (14) järgi, 
kui
331. D = | (Xfy
332. D el (x,y
333. D = j (x,y
334. D = j (x,y
335. D = j (x,y
336. D = { (x,y
337. D = ( (x,y
: 1* x2 + y24 4, x>, 0, y^oj
: 1 4(x 2 + y2 4 4, у >/ x >/ o}
: x2 ^ 2^ 2}
: x2 + y2^ 2xJ
: x2 + y2{ 4yj
: 4x.{ x2 + y24 8x, x £ у 4 2x }
: 9X2 + 36j
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338. D = j (x,y): 6 <2x2 + 3y2< 2 4 ]
339« D on vähim segment, mille sirge x ♦ у = 2 lõikab väl­
ja ringist x2 + y2 ;^ 4
340« D on piiratud joonega (x2 + y2/3)2 = x2y
Arvutada järgmised kahekordsed integraalid valemi (8) 
abil, kui
341. jj (2x - y)dxdy, kus D on piiratud sirgetega x + у = 1,
D
x + у = 2, 2 x - y = 1  ja 2x - у = 3, võttes
fu = X + у 
\v = 2x - у
342. jj (x + y)dxdy, kus D on piiratud ringiga x2 + y2 » . 
D
= x + y, võttes
u = x + у 
Vv = x - у
343. jj (x2 + y2)dxdy, kus D =| (x,y)s 04 x2 + y2 + 2x^.lJ , 
D
võttes
x + 1 = u cos v 
у = u ein v .
344. jj exp(x + y)2dxdy, kus D on sirgetega x = О, у = 0 
D
ja x + у = 1 piiratud kolmnurk, võttes 
fx = u(1 - v)
[y = uv
Arvutada järgmine kahekordne integraal
j j r sin<p dr dif,
А
kui polaarkoordinaatides on
-8 7 -
345. A  = / ( ф»г): 04 2, п /2<ф<х }
346. A  = j  (ф ,r): 04 ri 2cosф g 04 ф4 лг/г]
347. A  = ( (ф,г): 1 ^  г4 2 + совф J
Arvutada järgmine polaarkoordinaatides antud kahekord­
ne integraal
 ^ r2sin tp drd ф ,
Л
kui
348. А =((ф ,r): 0 4 r4 1 ♦ cos ф , 04 ф^ я J
349. Д = [( ф ,г): 0 4 г4 1 ♦ совф , <JC4 tp< 2х|
Joonestada integreerimispiirkond ja arvutada järgmi­
sed kahekordsed integraalid, minnes üle polaarkoordinaati- 
dele või elliptilistele polaarkoordinaatidele.
2 \|Л ? --------
350. ( dx ( nJx 2 + y2 dy
0 0____
1 \Jx-x2
351. J dx ^  ---äi
Vx2 ♦ y£
352.
1 \ll-x2 ,-----------
J te ( \jl - x2 - y2 dy
'o АЬ-Х2
V5 2\ji^? |---------------
353.  ^ dx ( \J 20 - 4x2-y2 dy 
'o t>
1/3 \jl-9y2 f--------
354. ( dy (____ \|x2 + 9У2
-1/3 -ф-9у2
Arvutada järgmised kahekordsed integraalid minnes üle 
polaarkoordinaatidele või elliptilistele polaarkoordinaati­
dele.
dx
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355. j ftx2 + у2 dxdy, D = {(x,y): x2 + y2«, 4 j 
D
356. - x2 .- y2 dxdy, kus D on ring raadiusega 1 ja
D
keskpunktiga (0,0)
357* sin\jx2 ♦ y2 dxdy, D =| (x,y): 7i2 SrX2 + y2  ^47Г2 J 
D "
358. ^arctan ^ dxdy, D = { (x,y): x2 + y2  ^1, x >, О, у >,
D
359. ^  (x2 + y2)dxdy, D = ( (x,y): x2 + (y 2)2^ 4 ]
D ____________ '
360. ^\|l - 2L - dxdy, D = | (x,y): 2L + I2 4 1 j
361.  ^(|\Jl _ x2 - y2 dxdy,
D = ( (Х»У): (x2 + y2)2^ x2 - y2, x > 0
362. “ 2x2 “ 5y2 dxdy, D = | (x,y): ^  + i  j
363.* J)5)(x2 + y2)dxdy, D = | (x,y): x^ + y4  ^1 )
§ 3. Kahekordse integraali rakendusi
Olgu
J = (*) f (x,y)dxdy, (2)
D
kus f on mü3tuvas kinnises piirkonnas D pidev funktsioon.
1. Kujundi ruumala. Vaatleme keha E, mis on alt pii­
ratud piirkonnaga D, ülalt funktsiooni f graafikuga ja kül­
gedelt püstsilindrilise pinnaga; mis läbib piirkonna D ja
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funktsiooni f graafiku rajajooni (vt. joon. 10). Keha E
on mõõtuv ja tema ruumala 
VE arvutatakse valemiga
VE = ^  f(x,y)dxdy. (16) 
D
Valem (16) annab ka­
hekordse integraali (2) 
geomeetrilise tõlgenduse.
Erijuhul, kui f(x,y)= 
= 1 igas punktis P = 
= (x,y)<5D, siis integraal (2) kujutab piirkonna D pind­
ala s.o.
SD = { ^ dxdy. (17)
D
Näide 5. Arvutada esimeses veerandis asuva kujundi D 
pindala S^, kui kujund D on piiratud joonega
(x + ^)5 = xy.
Lahendus_. Kujund D on esitatud joonisel 11. Kasutame
valemit (17). Integ­
raali arvutamiseks 
teeme muutujate vahe­
tuse
Ix = u
Joon.11
[y = 5uv. 
Siis jakobiaan
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J(ufv) =
1 О 
5v 5u
= 5u
ja rajajoone võrrand tuleb
u = t^Cv), kus U/| (v) -----, 0^ v(oo ,
(1 + v)^
sest v = y/x = tanoc. Et J(u,v) = 0 ainult vaid ühel joonel
u = 0, siis võime kasutada muutujate vahetuse valemit (8),
Valemite (17) Da (8) põhjal saame
©o u^Cv)
SD = j  j  dxdy = j j  5ududv = 5 j  dv j  udu =
D
OO
j *
А
Uq(v)
dv v2 dv
(1 + v)
- 1 2 5  r g ( 3 )  - 1 2 5  , C 2 l ) g  _ 2 £
2 fV ß ' l  2 51 'ip*
о о
 Г(6)  :>» -12
Seda näidet saab lahendada ka üleminekuga elliptilis- 
tele polaarkoordinaatidele (12), mis antud juhul on
x = r cos <p , 
ky = 5r sin cp •
Sel korral kujundi D rajajoone võrrand on
Г = Ги (cp ) =
^cos^slng t kus 0i К 
(cos ф + sinep г ^
Valemi (14) kohaselt
. <зг/2 rn ( <p )
S = 5 j dep (j rdr =•■
<ЗГ/2 Гл (ф) 
о "
D
dф =
о
Зг/2
о
.2  _ j -2.
Я/2
Jl|5 cos tp sin ф йф =1 2 ^  ____ tanSp
' (cos<p+ е!пф)6 ' (1 + tanф) cos ф
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Näide 6. Leida kujundi pindala, kui kujund on piiratud 
koordinaattelgedega Ja kõveraga
81V 3 16V2 3 '2
kus x ^ O  Ja у ^  0.
Lahendus. Lähme üle üldistele elliptilistele 
koordinaatidele (1 5 )» võttes
а = з/З Ja b = 2у2, 
s.o. teeme muutujate vahetuse
jx : Г 008%
[y = 2^2 r sin8^ , 
mis teisendab Joone võrrandi kujule
г^(сов^8ц? + sin^8^ ) = 9r2cos28v£ + 4r2sih2sip.
Näeme, et otstarbekohane on võtta s = 2/3, sest siis kohe 
saeme joone võrrandiks
r = r( ц>) = 9cos^3 4 + 4sin^^4> , 
kus Ol ф  ^т/2, sest kujund asetseb xy-tasandi esimeses 
veerandis. Et jakobiaan
J(r t ) = j 3 0  2\]2 r cos~1//^  c i n~^3vp ,
siis kujundi pindala on
S = cos‘1/5V 3in"1/5v drd4 ,
kus Л on piiratud kiirtega у = 0 ja ц> = ir/2 ning Joone­
ga r = r( ) . Seega
_ * / 2  г(ц.)
S = 4^ /6  ^ cos“ sin“1/54> dvp ( rd^ =
0 о
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kus
= 2\J6 j COS-1//^ ^ r2( w )d
о
= 2\/6(81J1 ♦ 36J2 ♦ 'IbJ^),
^/2
-гг/2
= j СОВ/>/''> yf у d 9 ,
о
тг/2 <r/2
J2 = 2 j c o s ^ s i n ^ d v  = ( sin2v d., = 1,
о о
%/2
= j cos"1^ v  e i n ^ ^ y  d у.
B i l e
Arvutame integraali . Selleks teeme muutuja vahetuse 
cos2 v = t,
a, . ^  t ^ o  - t)-*'»« . l  b(|. £> .
О
. J  Г Ц ^д р т  ^Г ( | )Г ф  .
я 2r
3 sin( ir/3) 3V3 
Anuloo£iliselt saame
J5 = & =
5 3y/3
Seega
S = 2v6(81 ♦ 36 ♦ 16 ^rr) = 
3y/3 3V3
= £ 388V2 ♦ 72^ö.
3
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Näide 7. Arvutada keha E ruumala VE , kui E on piira-
P 2 2 2
tud pöördparaboloidiga 4z = JT + у ja sfääriga x + У +
♦ z2 = 12.
Lahendus. Keha E on kujutatud joonisel 12. Ruumala
arvutamiseks kasutame 
valemit (16). Piirkonna 
D määramiseks leiame 
tema rajajoone võrrandi. 
Selleks elimineerime 
süsteemist
j x2 + y2 = 4z 
\x2 + y2 + z2 = 1 2  
muutuja z. Saame 
( -)2 = 12—(x2+y2) , 
kust
8 ,
Antud juhul keha E sümmeetrilisuse tõttu võime piir­
konna D rajajoone leida ka sel teel, et lahendame sama süs­
teemi z suhtes, siis
4z + z2 = 12,
kust saame z = 2. Seega pöördparaboloid ja sfäär lõikuvad 
kõrgusel z = 2. Järelikult,võttes süsteemi ühes võrrandis 
z = 2,saame jälle
* x2 + y2 = 8.
Keha E ruumala on valemi (16) järgi
Joon.12
2 2 x + у*
mis ongi piirkonna D rajajoon.
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VE = j j\fl2 - x2 - y2 dxdy - 4  y- dxdy,
D D
sest esimene integraal annab püstsilindri ruumala, mis on 
ülalt piiratud antud sfääriga ja alt ringiga D, aga teine 
integraal kujutab püstsilindri ruumala, mis on ülalt pii­
ratud paraboloidiga ja alt samuti ringiga D. Seega
VE = - x2 - y2 - x2-.^  I2)dxdy.
D
Viimase integraali arvutamiseks lähme üle polaar­
koordinaatidele
Jx ss r C0S9 
= r sin<p,
kus 0 4 4 2ir , 0 ^ r 4  2\/2*. Siis valemi (13) järgi on
2
VE = j \ (\Al2 - r2 - ^-)rdrd<p =
a
2ТГ 2n/2
= J dy$ (v/l2 - r2 - Tj-)rdr =
о ' о
2n/2 ___  4 2v/2
= -TtJ v /12 - r2 d(12 - r ) - 2jr^g
о
о
. §"(12 - r2)V 2 | - 8K = ^T(&v/3 - 5). 
5 '2\[2 P
Et keha E on sümmeetriline xz- ja yz-tasandite suhtes, 
siis oleks võinud arvutada esimeses oktandis oleva E osa 
ruumala ja tulemus korrutada neljaga.
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Ülesanded.
Leida järgmiste kujundite D pindalad S^, kui D on pii­
ratud jargmiate kõveratega, kus parameetrid on positiivsed.
3kA. x2 ♦ y2 = a 2 566. 3x" = 25y, 5y2 = 9x
?o5. у = 2х,у = 2"x , у ~ '4 367. xy = 4, X + у = 5 
3o8. x ♦ у = 1, x ♦ ЗУ = 1 . * = У» x = 2y
3t>9. У2 = x3 , у2 = 8(6 - x)5
2 2
570. * ♦ S  1 
a
571. г = a cos г - b с os , b> a > О 
372. (x ♦ y)^ = xy, kus x > О, у} 0
373 (x2 ♦ у2)2 = 2a2xy 575. (x2 ♦ y2)5 = x4 y4 
574. (x2 ♦ y2)2 = 2ax3 376. (x2 + y2)2 = 2a2(x2 - y2)
377. (x2 ♦ y2)2 = 2a2(x2 - y2), kus x2 + y2 ,^ a2
378. (xf if) xj
v 2 3
2 2 2 л 0 2 
^ 9 .  (i- ♦ L )  = ^ (x2 + у )
580. (^ ♦ ^) = 2f - ^ v У = 0
381 * j2 = 2x; y2 = 5x, xy = 1, xy = 2
382. у = 0; x = a(t - sin t), у = a(1 - cos t), kus
0 4 t*. 2~
Звз! x = 0, у = 0, ♦ ' !  ♦ * j l  = 1
38». I = 0, ; = O, ♦ z| - * , if 
a^ b^ d
4 2 2
385. (§ ♦ ^) = ^2 ♦ kus x> О, y> 0
с d
386. (f + £) = ^2 - Zj, kus x > О, у > 0
с d
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387. ( f  ♦ £) = ^2 » kus y > 0
Г Y 2/3 , 2/3-16 2
388. [(f) + (f) ] = ^  ♦ Zg
389. (J| ♦ Ф  = 7 2 +
8 2 2 
S*5
Arvutada järgmiste pindadega piiratud kehade E ruum­
alad Vg.
390, Tasanditega x = 0, у s 0, i = 0, x = 4 ja у = 4 
ning pöördparaboloidiga z = x2 + y2 + 1
391, Tasanditega x = О, у = 0, z = 0 ja x + у = 1 
ning elliptilise paraboloidiga z = 2x2 + y2 + 1
392, Tasanditega z = 0 ja x + z = 6 ning silindrite-- 
ga у = \[x ja у = 2\[x
2 2393* Koordinaattasanditega, silindriga x + у = 1  
ja pinnaga z = \/4 - x2 - y2 , kus x2 + y2 ^  1, x ^ O  ja
У >/0
394. Tasanditega x = 1, y = O j a  z = 0 ning büperbool-
2 2se paraboloidiga z = x - у
395r Tasanditega x = О, у = 0, z = 0 ja 2x + 3y = ^2
p
ning silindriga у = 2z ,
396. Tasanditega z = 1  ja z = 12 - 3x - 4y ning ellip­
tilise silindriga x2 + 4y2 = 4
397t Sfääriga x2 + y2 + z2 = 3 ja pöördparaboloidiga
2 2 2z = X + yc
398, Silindritega x2 + у2 = 1 ja x2 + z2 = 1
399. Tasanditega x + у + z = 4, у = 1 j a z = 0  ning
2
silindriga у = x
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400* Pöördparaboloididega z = 4 - x 2 - y 2 ja 2z = 2 +
♦ X ?  ♦ y 2  '
4 2 2
401. Tasandiga z = 0, pöördparaboloidiga z = x + у
ja silindritega x = x2 + y2 ning 2x = x2 + y2
402. Silindriga x2 + y2 = 3 da kahekattese hüperboloi-
p о 2 
diga z = x + у + 3
403. Tasandiga 3x + z = 6 ja elliptilise paraboloidi- 
ga 12х2 + 3y2 = 4z
404. Tasandiga
x ^ 2 - 5
15 + T5 - 2
ja elliptilise paraboloidiga
_2 2 2 
2L. + Z,, = JL
4 9 16
405. z = cos x cos y, z = 0, |x ♦ y| 4 З Г /2 , |x - yj ^ jü/2 
406 x2 v2 z2 v2 v2 z2
, I2 + b2 + I2 =  + (Z>0)a b c  a b c
2 2 2 2 2
407. ^ + Z2 - ^  = - 1 , 22 + Z5 = 1 
a b с*” a b
2. Ruumilise pinna pindala» Olgu antud ruumiline pind 
T parameetriliste võrranditega
x = x(u,v)
•У = y(u9v) (18)
« Lz = z(U, v) ,
kus ГГ •= (u,v)£ Д . Seejuures eeldame, et vastavus piir­
konna Л. ja pinna T vahel on üksühene.
Pinda nimetatakse siledaks, kui piirkonnas /\
1) funktsioonide (18) esimest järku osatuletised on
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pidevad*
2) A2 + В2 + С2 £ О, kus
*4 P
N
P
, В =
zu xu , с =
x u Уц
У z <7V V zv *V *V Уу
Kehtib valem
А2 + В2 + С2 = EG - F2,
kus
Е = х2 + у*1 + z2, г u ^u и*
Р = xu S  + ytt yv + *u V  
G * + у2 + z2.
Sileda pinna T pindala S^ arvutatakse valemiga
ST \[а2ТвГТс2 dudv (1 9 )
ehk ^ Л
ST = ^  vJe G - P2 dudv. • (20)
А
Kui sile pind T on antud ilmutatud võrrandiga 
z = z(x,y), kus P a (x,y)£D, 
siis *
ST = + z2 + z2 dxdy. (21)
Näide 8 . Leida xy-casandist ülalpool oleva toonuse
2 2 2z = x + у selle osa T pindala S^, mille lõikab välja 
temast tasand z = /2(1 + x/2).
Lahendus^ Pind T on kujutatud joonisel 13 . Kasutaüe 
valemit (21). Diferentseerides koonuse võrrandit muutuja x
A Z
i
Seega
s - iУ z
1 ♦ ♦ 4  = 1 + 7  ♦ ^2 * 1 ♦ 7  ■ 2-
Integreerimispiirkonna D määramiseks leiame pinna T
projektsiooni xy-tasandile. Selleks elimineerime süsteemist
2 2 2 z = x + у
s = \|2(1 +
muutuja z,saame
У = ±У^ (х), kus ул(х) = ^=-\)8 “ (х - 2)2, 
mis ongi piirkonna D rajajoon.
Et pind T on sümmeetriline zx-tasandi suhtes, siis 
piisab arvutada integraal
ST = 2 №  tody,
D'
kus D' on see osa piirkonnast D, mis asub xy—tasandi esi—
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meses ja teises veerandis. Seega
x 71 Cx)
T = 2 j dx j J2 dy,
k2
S
*1
kus x^ ja x2 saame võrrandist y^(x) = 0, mis annab
8 - (x - 2)2 = 0,
kust
x2 = 2 + 2 ^  
x^ =2-2^j?.
Järelikult
x2 •_______
ST = 2 ||2 ( - А / в  - (x - 2)2 dx =
T L  tf2 (x-2=fc)
2 j? ------  2 \[2
= 2 ( \/8 - t2 dt = 4 ( \ ( 8 ^ t 2 dt =
I2yj2 о (t=\^sinu)
11/2 v 4
= 4 j \fö (cos u I \fö cosu du =
о
ft/2 or/2
= 32 jj cos2u du = 16 jj (1 + cos 2u)du =
о о
= 16 I = 87Г .
Ülesanded.
408. Leida kerapinna x2 + y2 + z2 = a2 pindala.
409. Leida tasapinna 6x + 3y + 2z = 12 selle osa pind­
ala, mis asub esimeses oktandis.
4Ю. Leida pinna z = xy selle osa pindala, mis asub 
silindri x2 + y? = 1 sees.
411, Leida hüperboloidi z2 = 2xy aelle osa pindala, 
mis asub ülalpool xy-tasandil asetsevast ristkülikust
{(x,y)s 0 4 x ^ 3 »  0 4У46)
412* Leida koonuse z2 = x2 - y2 selle osa pindala, mis 
esimeses oktandis ja on piiratud tasandiga у + z = 2 •
4 1 3. Leida koonuse z2 = x2 + y2 selle osa pindala, mil-
2
le lõikab temast silindriline pind z = 2y.
414t Leida koonuse x2 = y2 + z2 selle osa pindala, mis 
asub silindri x2 + y2 = 2 sees.
4 15t Leida silindritega x2 + z2 = a2 ja y2+ z2 = a2 
piiratud keha pindala.
4161 Leida koonuse x2 = y2 + z2 selle osa pindala, mil-
P Л
ie lõikavad temast välja silinder x - y* = 2 ja - tasandid 
У = *5.
o
4 17. Leida silindri z = 4x selle osa pindala, mille 
lõikab temast välja silinder y2 = 4x ja tasand x = 1.
418. Leida kera x2 + y2 + z2 = 25 selle osa pindala, 
mille lõikab temast silinder x2 + y2 = 16.
4 19. Leida kera x2 + y2 + z2 = 4 selle osa pindala, 
mille lõikab temast välja silinder x2 + y2 = 2x=
420. Leida elliptilise paraboloidi 2x2 + 3y2 = 12z 
selle osa pindala, mille lõikab temast välja silinder 4x2 +
+ 9 J2 = Ю8.
421. Leida helikoidi x = r cos tp , у = r sinq? , z = htp 
selle osa pindala, kus 0 < r < a, 0< cp <2^ .
422. Leida rõngaspinna
■
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|x = (b + a sinö)costp 
у = (b + a sinQ)sinvp 
z = a cos ©
(CKa^b) selle osa pindala, mis on piiratud meridiaanide­
ga цэ =c* ja <p = (3 ning kahe paralleeliga 0 = f- ja в = S.
3. Tasandilise kujundi mass, masskese ja inertsimomen-
did. Vaatleme xy-tasandil asetsevat mõõtuvat kujundit D,
mille pindtihedus igas punktis P = (x,y)6 D on
^>= ^>(x,y). (22)
Kujundi D mass m^ arvutatakse valemiga
mjj = p (x.y)dxdy. (23)
D
Valem (23) annab kahekordse integraali mehaanilise 
tõlgenduse.
Kujundi D masskeskme С koordinaadid (x q »7q ) arvutatak­
se valemitega
XC = S P(x,y)dxdy
D (24)
yC = 5  jjyp(x,y)dxdy,
L D
kus m = arvutatakse valemiga (2 3).
Kujundi D inertsimomendid J ja J vastavalt x- ja
л. у
y-telje suhtes määratakse valemitega
Jx = \ <^(x,y)dxdy, •. (25)
D
ja
J = jj x2 <^>(x,y)dxdy. (26)
У
D
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Ülesanded.
423. Leida ringi mass, kui ringi raadius on R ja pind- 
tihedus on igas punktis võrdeline punkti kaugusega ring­
joonest.
424. Leida ringi mass, kui ringi raadius on R, ja pind­
tihedus igas punktis on võrdeline punkti kaugusega ringi 
keskpunktist ning ringjoonel on a,
425. Leida ruudukujulise plaadi, mille küljepikkus on 
2a, mass, kui plaadi materjali tihedus on igas punktis võr­
deline punkti kauguse ruuduga diagonaalide lõikepunktist 
ning ruudu tippudes on võrdne 1.
426. Leida ringrõnga mass, kui rõnga pindtihedus igas 
punktis on pöördvõrdeline punkti kaugusega rõnga keskpunk­
tist.
427. Leida plaadi mass, kui plaadil on ellipsi fcuju 
ja tema pindtihedus igas punktis on võrdeline punkti kaugu­
sega r ellipsi vähimast poolteljest ning juhul r = 1 tihe­
dus võrdub k.
Leida järgmiste homogeensete kujundite masskeskme С 
koordinaadid, kui kujund on
428. piiratud ellipsiga b2x2 + a2y2 = a2b2, kus y>0, 
ja sirgega у = О
429. piiratud sinusoidiga у  = sin x ja sirgetega x = 0, 
x = tf/4 ja у  = 0
430. ringisektor kesknurgaga =*• ja ringi raadius on R
4 3 1. ringi segment kesknurgaga ot ja ringi raadius on R
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4J2. piiratud joontega ay = x2 ja x + у = 2a, kus
433. piiratud kardioidiga г = a(1 + cos ф) ja polaar- 
teljega
434. piiratud joonega (x/a + y/b)^ = xy/c2
4 35. piiratud x-teljega ja tsükloidi x = a(t - sin t), 
у = a(1 - coa t) kaarega, kus 04t^27c
436. Leida ringi x* + y2 4 а 2 mass keskme С koordinaa­
did, kui pindtihedus ringi igas punktis (x,y) on võrdoline 
tema kaugusega punktist (a,0).
437. Leida poolringi x2 + y2 4 a2, kus x 4 0, mass kesk­
me С koordinaadid, kui pindtihedus poolringi igas punktis 
(x,y) on võrdeline tema kauguse ruuduga punktist (a,0).
438? Leida täisnurkse võrdhaarse kolmnurga masskesk- 
m8 С koordinaadid, kui pindtihedus kolmnurga igas punktis 
on võrdeline tema kaugusega hüpotenuusist.
439. Leida täisnurkse kolmnurga masskeskme С koordi­
naadid, kui kolmnurga kaatetid on a ja b ning pindtihedus 
kolmnurga igas punktis on võrdeline punkti kauguse ruudu­
ga täisnurga tipust.
Leida järgmiste homogeensete kujundite inertsimomendid 
J ja J , kui kujund on piiratud joontega
440. (x - а)2 + (у - а)2 = а2, x = О, у = 0 (04 x^ ; a)
441. r = a(1 + cos ф) 422. x^ + y^ = a2(x2 + y2)
443I Leida täisnurkse võrdhaarse kolmnurga inertsimo- 
ment hüpotenuusi suhtes, kui kolmnurga pindtihedus igas 
punktis on võrdeline punkti kaugusega hüpotenuusist.
-ЮЗ-
а > 0
14
§ 4. Kolmekordne Integraal
Olgu funktsioon f(P) = f(x,y,z) määratud tõkestatud 
mõõtuvas piirkonnas E. Jaotame piirkonna E pindadega (mille 
ruumalad on null) mõõtuvateks osapiirkondadeks 
mille ruumalad olgu vastavalt mE^. Võtame igas osa—
piirkonnas suvalise punkti P^ ja moodustame summa
cr(f) = 2 f(P4 )шЕ±. (27)
i=1 1 1
Summat (23) nimetatakse funktsiooni f integraalsummaks piir­
konnas E.
Olgu A osapiirkondade E^ suurim diameeter.
Arvu J nimetatakse funktsiooni f kolmekordseks integ­
raaliks üle piirkonna D, kui iga arvu £ > О korral leidub 
arv & >0, et
IJ - CT(f)|< e, kui A< S,. 
sõltumata D jaotamisviisist osadeks E^ ja punktide P ^  E.^  
valikust. Sel korral öeldakse, et funktsioon f on integree­
ruv piirkonnas E ja kirjutatakse
,y,z)dxaydz. (28)
E
Piirkonda E nimetatakse funktsiooni f ^nteigreerimisjoiirkon— 
naks.
Kehtivad järgmised teoreemid ;
I Integraali (28) olemasoluks on tarvilik, et funkt­
sioon f oleks tõkestatud piirkonnas E.
-1 0 6 -
II Kinnises piirkonnas E pidev funktsioon on integree­
ruv selles piirkonnas.
III Piirkonnas E tõkestatud funktsioon on integreeruv 
selles piirkonnas, kui ta on katkev lõplikul arvul pinda­
del» mille ruumalad on null.
IV Integraal (28) ei muutu, kui f väärtusi muuta lõp­
likus arvus punktides, joontes või pindades, mille ruum­
alad on null.
Keskväärtusteoreem. Kui f on integreeruv piirkonnas E 
ja mingite arvude m ja M korral piirkonnas E on f(P)4 M, 
siis leidub selline arv jl, kus m^ Ц, et kehtib võrdus
Kui f on pidev piirkonnas D, siis leidub punkt Q€ E, et
Kolmekordse integraali j arvutamisel kasutatakse järg­
misi võtteid:
/ =  f(Q).
1) Olgu piirkond E keha, mis on kahe tasandi x = a ja 
x = b vahel (vt. joon. 14 ). Võtame keha lõike kohal x ris­
ti x-teljega. Lõike-
z
projektsioon yz-ta-
sandile olgu mõõtuv
>- Kui funktsioon f 
on integreeruv piir­
konnas E ja iga 
xe [a,b] korral ek-
x
Joon.14
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sisteerib kahekordne integraal
\\ f(x,y,z)dvdz 
D
siis kehtib võrdus b
f ( x , y ,z)dxdydz = ( dx ({ f (x,y, z)dydz . (29)
J
2) Olgu piirkond E kõversiüüCier, ais on alt piiratud
pinnaga z = <x (x,y) ja ülalt ' inaga z = ß(xty) ning mil­
le moodustajad on paralleelsed s-teljega (vt. joon. 15)« 
Olgu xy-tasandil E projeictsAoon D mõõtuv.
Kui funktsioon f on mcegreeruv piirkonnas E ja iga 
punkti P = (х,у)ё D korral eksisteerib integraal
siis kehtib võrdus
,p(x,y)
D *(x,y)
-1 0 8 -
3) Kui funktsioon f on faktoriseeruv, s.o. 
f(x,y,z) = f1 (x)f2(y)fj(*),
3a on integreeruv risttahukas
E = [a,b] X [c,d] X [h,k]f
siis
b d к 
f(x,y,z)dxdydz = j f,,(x)dx j f2(y)dy j f^(z)dz. 0 1 ) 
£ а - с h
Näide 9 . Leida integraal
j = \\\----dxd2d!
E (1 + x + у + z Y
kus E on keha, mis on piiratud tasanditega x = О, у я 0, 
z = 0 j a x  + y + z = 1.
Lahendus_. Keha E on kujutatud joonisel 16. Seega piir­
konda E võib vaadelda 
koversilindrina, mis 
on alt piiratud pin­
naga z = 0 ja ülalt 
pinnaga z =1 - x - y. 
Seega valemi (30) 
järgi on
Joon.16
1-x-y 
= j j dxdy j 
D о
dz
(1 + x + у + z):
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kas D on xy-tasandil asetsev kolmnurk, mis on piiratod sir­
getega x  = 0, y  = 0 j a x * y  = 1 (vt. joon. 17). Arvesta­
des, et dz = d(1 + x + у + z), saame
1-x-y
= - 1  ( ( d x d y ----------------- 1
2 У (1 + x  ♦ у + z)‘
= - \  (( dxdy(- - ---------- =
V  4 (1 + x +
=  U t a d y  + a  ( ( — f c s ä z — =
B V  2  i ;(1 ♦ r  ♦ y)*
0  О О 0  ^
1 1
* ” J  ( (1 - x)dx - 1  ( d x --- — ---
о о , 1 + x +
1
1 1 ( Л 1 
“ " T5 “ 2 ) (2 ~ T T x )dx = 
о
= “ т| ♦ 2 ln 2e
Antud integraali arvutamiseks võib kasutada ka valemit 
(29). Selleks kujutame piirkonna E joonisel 18 antud pai-
1 —x
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ш
paigutusega teljestikus. 
Võtame lõike kohal x  ris­
ti x-teljega ja projek­
teerima ta yz-tasandile• 
Saame piirkonna Dx (vt, 
joon. 18 ). Kui x on fik­
seeritud, siis piirkond 
x Dx  on piiratud sirgetega 
у = 0, z = 0 ja у ♦ * = 
= 1 - x (vt. joon. 19). Valemi (29) järgi on siis 
s
Joon.18
Joon.19
J =( dx \\ ------^ 5 -------- =
l  V  (1 + x ♦ у ♦ z)3
1 1—X 1-X-y
= ( dx ( dy ( ----------------
; > > (1 + X + у + z)5
dz
Edasine lahenduskäik on sama, mis eespool.
Ülesanded.
444. Kasutades keskväärtusteoreemid hinnata integraal
Ш  -------------7------ ™
E (x - a) + (y - b) + (z - c)
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2 2 2 2 
kus E on kera raadiusega R ja a + b + с > R .
Arvutada järgmised kolmekordsed integraalid ja joones-
tada nende integreerimispiirkonnad.
4 3 2
445, j dz j dy j (x2 + y2 + z2)dx
0 0 0
1 1 2
446»  ^ dx j dy j (z + 4)dz
-1 x2 o
2 3 2-y
447. j у dy j dx j dz
о o o
4 1 \£ 2-2x
448* j dx j у dy j dz
о о 1-х
2 2 3
449* j dy j x dx j z2 dz
о /----J о
V2y-y
Joonestada piirkond E ja asetada integreerimisrajad 
integraalis
J =\\\ f(x,y,z)dxdydz 
E
valemite (29) ja (30) järgi; määrata ning joonestada piir­
konnad Dx ja D, kui E on piiratud 
450, koordinaattasanditega ja tasandiga
f «■ f  ♦ f  = 1
*51, silindriga x2 + y2 = 1, tasandiga z- = 1 ja asetseb 
esimeses oktandis 
^52, pinnaga z = 1 - x2 - y2 ja tasandiga z = 0 
453. ellipsoidiga x 2 + j 2 + z2 _ л 
?  Ъ2 с2  "
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J J
454* koonusega - Ъ—  ja tasandiga z = с
&r Ъ* с*
P 2
455* paraboloidiga (x - 1) + у = z ja tasandiga 2x+z = 2
Järgmistes integraalides muuta integreerimisjärjekord 
igal võimalikul viisil, kasutades selleks eeskirja integ­
reerimis järjekorra muutmise kobta kahekordses integraalis.
1 1-x x+y
456. j dx j dy j f(x,y,z)dz
0 о ___о
1 \/l-x2 1
457. j dx (___ _ d y
-л/l-x2
1 1 x2+y2 
458* j dx j dy j f (x,y,z)dz 
o o  о
459* Tõestada, et iga lõigus [0,a] integreeruva
funktsiooni f korral kehtib valem 
a x  у а
j dx j dy j f(z)dz = 2  j (a - z)2 f(z)dz.
o o o  о
460* Tõestada, et iga lõigus C°»23 integreeruva funkt­
siooni f korral kehtib valem
1 1 x+y 
2 j dx j dy  ^ f(z)dz =
0 0  о
1 2
a j (2 - z2 )f(z)dz + j (2 - z)2 f(z)dz. 
о 1
Arvutada järgmised kolmekordsed integraalid.
461. {{{ , kui
1-X-y
J f (x,y, z)dz
15
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E =| (x,y,z): 0 ^  x ^ 1 ,  2^ y ^  5» 2 £  z.£ 4 j
462, j ^ ( 1  - x)2 \Jl - y2 dxdydz, kui
E
E = [-1,1] X []-1fl] К [-1,1]
463, ^  dxdydz—  ^ ku± E on piiratud tasandiga x  + у + z =
E 1 “ x " У
= 1 ja koordinaattasanditega
464, (((------dxdydz _ g on p ü ratud koordinaatta-
) ))(x + у + z + 1)^
E
sanditega ning tasanditega y = 2 j a x + z = 3
465* ^ ^xy2z^dxdydz, kui E on piiratud hüperboolse parabo- 
E
loidiga z = xy ja tasanditega x = 1, y = x j a z = 0
466. | ^ ( 2 x  + 5y - z)dxdydz, kui E on koordinaattasanditegf 
E
ning tasanditega z = 3 j a x + y  = 2 piiratud prisma
46?. (^xyzdxdydz, kui
= {^ (x,y,z): x2 + y2 + z2 £ 1, x;>0, y ^ O ,  z^.oJ
E
E
§ 5« Muutu.iate vahet us kolmekordses integraalis 
Olgu
J = f(x„ytz)dxdydz, (28)
E
kus f on pidev funktsioon piirkonnas E. Vaatleme kolmest 
funktsioonist koosnevat süsteemi
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X  = x(u,v,w)
У = y(u,v,w) (32)
z = z(u,v,w),
mis teisendab uvw-ruumis asetseva kinnise mõotuva piirkonna 
xyz-ruumis asetsevaks piirkonnaks E.
Teisendust (32) nimetatakse regulaarseks, kui
1) teisendus (32) on üksühene,
2) funktsioonidel (32) on olemas pidevad esimest jär­
ku osatuletised piirkonnas £2, f
3) kogu piirkonnas Q  on jakobiaan
x u *V *W
J(u,v,w) = y u yv yw А о.
zu zv zw
Kui teisendus (32) on regulaarne, siis ka piirkond E 
on kinnine ja mõõtuv.
Regulaarne teisendus (32) teisendab piirkonna £2. sise­
punktid piirkonna E sisepunktideks ja piirkonna £2 rajapin- 
na piirkonna E rajapinnaks ning iga sileda pinna piirkonna® 
Q  siledaka pinnaks piirkonnas E.
Regulaarse teisenduse (32) pöördteisendus
u = u(x,y,z) 
v = v(x,y,z) 
w = w(x,y,z) 
on ka regulaarne teisendus.
Teoreem. Kui funktsioon f on pidev kinnises mõõtuvas 
piirkonnas E ja Q  on piirkond, mille regulaarne teisendus 
(32) teisendab piirkonnaks Ё, siis kehtib valem
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J = ^  f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))| J(u,v,w) j dudvdw, (33) 
^  _ 
Valem (33) jääb kehtima ka juhul, kui teisendus (32) 
ei ole regulaarne lõplikus arvus punktides, joontes või 
pindades, mille ruumalad on null.
Olemi riftir ailinderkoordinaafcidele» Olgu teisendus (28) 
antud kujul
x = r.coscp
у = г sin ф (34)
z = h,
kus r e  (o,c»o), r e  [0,2*10 ja he(-oo,o°) on punkti P a  
a (x,y,z) silinderkoordinaadid (vt. joon. 20). Siis
J(r, ^  ,h) = ?>,, 0. 
Seega teisendus (34) ei 
ole regulaarne vaid z- 
teljel asetsevate punk­
tide suhtes (s.o. juhul 
г = 0). Järelikult keh­
tib valem (33), mis 
esitub kujul
(35)
kus on punktide (г, ip ,h) hulk, mille süsteem (34) teisen­
dab piirkonnaks E.
Üleminek elliptilistele silinderkoordinaatidele. Sageli 
teisenduse (34) asemel on kasulik rakendada elliptilisi si- 
linderkoordinaate, mis määratakse süsteemiga
(36)
x = ar cosф 
у = br simp 
z = h,
kus a > 0  ja b> 0 on sobivalt valitavad konstandid. Sel kor­
ral
J(r, cp ,h) = abr 
ja valem (28) omandab kuju
J = f(ar c o s ,  ,br sinep ,h)r drd<p dh. (37)
Üleminek sfäärkoordinaatidele. Olgu teisendus (32) an­
tud kujul
x  = ip c o s h 5 s i n ©
у = p sinvp sin0 (38)
z = peos@ ,
kus p e  lo,6*3), ja Qelp/Jr] on pcmkti P а
= (x,y,z) sfäärkoordinaadid (vt. joon. 21 ). Siis 
J ( f  » vp*0 ) = <j. 2sin ©  >,0.
Seega teisendus (38) ei ole regulaarne vaid z-teljel aset­
sevate punktide suhtes (s.o. juhtudel ^ = 0 või 0 = 0
P = (* , y,z)
-*y
Joon.21
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või 0=Tt ) . Järelikult kehtib valem (33)» «uis omandab kuju
j = ^  f(^>cos<f> s i n9 , <j>sin<p sin© , ? c o s ö  ) ^ 2sinÖ dy d 6 ,
Я.
kus Sl on punktide (p , f  »0 ) h ulk, mille süsteem (38) tei­
sendab piirkonnaks E.
Üleminek ellipsoidkoordinaatidele. Sageli teisenduse 
(38) asemel on kasulik rakendada ellipsoidkoordinaate, mis 
määratakse süsteemiga
x = a у cos vpsin©
у = b^> sin «psinõ (40)
z = с у cos 0 f
kus a> 0, b > 0 ja с> 0 on sobivalt valitavad konstandid. Sel 
korral
J ( 9 » Ч3» 0 ) = abc 2sin 0 
ja valem (33) omandab kuju
J = abcj)^ f(a cos vpsin© ,b sin ^ s i n  0, c  c o s ö  ) *
Sl
p
* s i n © d ^ d < p d 0 . (41)
Üleminek üldistele ellipsoidkoordinaatidele. Pal­
judel juhtudel arvutustöö lihtsustub, kui rakendada üldisi 
ellipsoidkoordinaate, mis määratakse süsteemiga
x = a p c o s s ^  sin*1©
у = b p sin8 cp sin fc0 (42)
z = с ip cosfc0 j
kus a >  0, b >  0, c >0 ning s ja t on sobivalt valitavad kons­
tandid. Sel korral jakobiaan on
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J ( f  » Q  ) = abcst p 2coBS~'i(P sins_/1 'P cosfc”1@ sin2fc“10. 
Näide 1 0 . Arvutada integraal
J =j) j j xyz dxdydz,
v  E
kus keha E asetseb esimeses oktandis ja on piiratud sfääriga
P 2 2 
x + у + z = 1 ja koordinaattasanditega.
Lahendus_. Teeme muutujate vahetuse, m i n n es üle sfäär-
koordinaatidele (38). Joonestame keha E (vt. joon. 22),
kust näeme, et süsteem
(38) kujundab keha E, kui
04 ? 41
0 4( ^ (1T/2
0 ( 0  ( <71/2, 
millega piirkond П  on 
määratud. Valemi (39) põh­
jal saame
J = ^  ^ ^ ^ cos ip sin цр sin20 cos & ^ 2sin0 d^ > d ip d 0  .
_Q_
Nagu näeme, on piirkond £1 risttahukas ja et integraalialu- 
ne funktsioon on faktoriseeruv, siis valemi (31) põhjal 
saame t/2 Tl/2 n
J = (j cos ^  sin ip d u? j sin^G c o s 0 d 0  j ^  d p  =
T/2. 1Г/2
1 j sin2^ d ^  j sin3© dsin0
6
T/2
sin4 0
x/2
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Antud integraali võib arvutada ka üleminekuga silinder- 
koordinaatidele (34). Jooniselt 22 näeme, et süsteem (34) 
kujundab keha E, kui
' O i r 41
04 * 4 ЭТ/2
0 4  Ъ i\Jl - r2 ,
millega piirkond 51 on määratud. Valemi (35) põhjal saame 
J rcosvp rsin^p h rdrdф dh =
Л \H-r
= 2 ^  r^sin2 *f> drd«p j h dh ,
Л °
kus Л = ( (r, >p): 0 4( r ( 1 ,  0^ ^ 4  т/2). Seega 
Ti/2 1 p 2
J = J   ^ sin2(f d*f J r^dr^- ~Г = 
О О О  
T/2 1
= - g  cos2 »pi jj r * d  - r2)dr -
о о
- * «Г -
1 1  1
5  T2  = 4S •
Näide 11. Arvutada integraal
2 2 2 
J * U \(^5 ♦ ^5 + % )  dxdydz , 
E a b c
kus E on piiratud ellipsoidiga
X2 xr2 *2
—n  ♦ + —4 = 1.
а Ьг с
Lahendus^ Selles integraalis on otstarbekohane üle min­
na ellipsoidkoordinaatidele (40). Keha E on kujundatud, kui
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0 4  9 ^ 1
0 i  f  2^-пг
0 £ Q  ,
millega piirkond Si on määratud. Arvestades, et
2 2 x -
”2 +
a b
saame valemi (41) põhjal 
J = abc
M  ? 2 ? 2 sin® d f dvP d ® *
Et £2, on risttahukas ja integraalialune funktsioon on fak-
toriseeruv, siis valemi (J1) põhjal 
21 T  1
J = abc (j d<p j s i n ö d ö  j -
1 4
= abc • 2 7Г • 2*т» = з^гаЬс.
Ülesanded.
Kolmekordses integraalis (28) üle minna silinderkoordi- 
naatidele, kui
468. E asub esimeses oktandis ja on piiratud silindriga
I2 ♦ у2 в a2 ja tasanditega у * x, у s зо/З, z = 0 ja
_ z = 1
469. E = I (x,y,z): x2 + y2 4 a2 , O i  z 4 с j
470. E on piiratud silindriga x2 ♦ y2 = 2x, paraboloidiga
о о
z = x + у ja tasandiga z = 0
2 ?  z2
471. E on piiratud koonueega x ♦ у = — ч ja tasandiga
с
z = с
н
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472. E on poolkera x 2 + у2 + z2 4 a2 , x ^ O  osa, mis asub si­
lindri (x2 + y2)2 = a2 (x2 - y2 ) sees
473. E on kerade x 2 + y2 + z2 ^ а* ja x2 + y2 + (z - a)2 ^ a2 
ühisosa
Kolmekordses integraalis (28) üle minna sfäärkoordinaa- 
tidele, kui
p P P P
474. E on esimeses oktandis asuva kera x + у + z ( e osa
475* E on poolkera x2 + y2 + z2 4 a2 , x > 0  
476. E on kogu kera x2 + y2 + z2 ^ a2 
4-77» E on piiratud sfääriga x2 + y2 + z2 = z 
478* E on piiratud pöördparaboloidiga z = x 2 + y2 ning ta­
sanditega x = y, x = 1, у = О ja z = 0 
Arvutada järgmised kolmekordsed integraalid, kasutades 
valemeid (35) või (37)*
« W .  m . , .  , tua
E \jx + у + (z - 2)
E = { (x,y,z): O i  x2 + y2 ^ 1, 4 z 4 1]
2 2 2
(x + у -f z )dxdydz, kus E on piiratud pinnaga
3(x2 + y2 ) + z2 = 3a2
481 • j ^ d x d y d z ,  kus E =/ (x,y,z): 04 y{\jx2 + z2 4 c)
E '
482, + y2)dxdydz, kus
В = j(x,y,z): + y2^  2zf 0 < z ^ 2 j
483« jjj(x2 + y2)dxdydz, kus 
E
E = ( (x,y,z): a2 ( x 2 + y 2 + Z2 N< b 2 , 7. >, О j 
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484* zdxdydz, E = | (x,y,z)i 0 N< z = §\jx2 + y2 4 с J  
465* ( U  ^ d y d z  f
g x  + у - а 
В = {(x,y,*)s 0 <в ^| т2 + у2^ с, х^О, у>о}
486*  ^^  ^  (х2 + z2)dxdydz, kui Е on piiratud pöördparaboloi- 
E
diga x2 + z2 = 2y ja tasandiga у = 2
Arvutada järgmised kolmekordsed integraalid, kasutades 
sfäär- või ellipsoidkoordinaate.
467» j ^ ^jx2 + y2 + z2 dxdydz, kui E on kera x2 + y2 + z2 { z
E
488. , kui E on kera x2 f y2 + z2 s< 1
E \Jx2 + y2 + (z - 2 )2
489* ^ ^ ( ^ 2  + ^2 + ^2)<bcdydzr kui E on ellipsoid 
E а Ъ с
y2 2 2 
“2 + ^ 2 + “2 ^ 1
490. S I S *  - ^2 “ *^ 5 “ TJ dxdydz, kui E on ellipsoid
6x2 ♦ 4y2 + 3z2s< 12
491 • \ \ l p T ? T ?  dxdydz, kui E on kera x2+ y2 z2^ x
492. z2dxdydz, kui E on kerade x2 + y2 + z2i a2 d«
2 2 2
493* j zdxdydz, kui E = / (x,y,z)s ^  + ^"2 + ^ ^  oj
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Järgmistes integraalides üle minna nii silinder— tea 
sfäärkoordinaatidele ja arvutada need integraalid.
1 Vl-xŽ 2
494, ( dx ( _____dy ( dz1 -ŽSE о
2 \fcc-x2 3 ________
4-95.  ^ dx  ^ dy  ^ z \ P + y 2 dz
i ta
* •  L"-W
1 \fl-x2 \fl-x2-y2 I--------------
*97. ( d x   ^ dy  ^ Vx2 + y2 + z2 dz 
O O  о
§ 6. Kolmekordse integraali rakendusi
Keha ruumala. Kui E on mõõtuv keha, siis tema ruumala 
arvutatakse valemiga
VE = jSS dxdydz. (43)
E
Näide 12 . Leida keha E ruumala, kui E asetseb esimeses 
oktandis ja on piiratud koordinaattasanditega ning pinnaga
kus a,b,c,p ja q on positiivsed konstandid.
Lahendus^ Lähme pinna võrrandis üle üldistele el- 
lipsoidkoordinaatidele (42), saame
(y coss (f sinfc<9 + psins vfsinfc©  + peosbQ ) 2 =
= ^  p c o s s ^>sint 0  + ^  £sins,f s i n fc0  ,
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(x2 + y2)de*
J
kust
<5>[(coss<f + sin3 if J s i ^ O  + cosfcö] 2 =
= coeef  + ^  sins<f )sinfc0  .
Nagu näeme on otstarbekohane võtta s = t = 2, sest siis ko­
he saame pinna võrrandiks
>^ = (£ cos2 f ^  sin2 f  )sin20.
Minnes nüüd kolmekordses integraalis üle üldistele el-
lipsoidkoordinaatidele, saame 
X / 2  JT/2 p
=E  j dtf ( d ö  (J 4abc f 2cosф sin^p sin^ö cos в d^ > = 
o o o
4 X / 2  */2
3 abc 1 costp sinvp (^coe2<p + -jäin2 y>)^d ip ( sin^0dsin@ =
О
= -  |) ( (|cos2 >f + |sin2 if>)5d(|cos2 ip+ |sin2 *)
2 2
abc ,а A b w a  ^ b s
- «■ (p  * q )(p  +
ülesanded.
Leida keha E ruumala VE , kui E on piiratud(a,b,с,d, >0)
P 2
498. Silindritega z = 9 - y j a z = 1  + у ning tasanditega
x = -1 ja x = 5
499. Paraboloididega z = x 2 + 2y2 ja z = x2 + y 2 ning tasan­
ditega x = 1, y = x j a y = 2 x  
Silindritega у 
z = 0 ja z = 9
2 2
500. y = x  ja 3y = 4 - x  ning tasanditega
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501* Silindriga 2z = x 2 ja tasanditega Jx + 2y = 12, у = 0 
ning z = 0
502, Hüperboolse paraboloidiga z = xy ja tasanditega x = 0, 
у = 0, x + у = 1 ning x + у = z
503, Paraboloididega z = x2 + y2 ja z = 2x2 + 2y2 , silind-
2
riga у = x  ja tasandiga у = x
504, Tasanditega x + у ♦ z = 4, x = 3 ja у = 2 ning koor- 
dinaattasanditega
505, Paraboloidiga x 2 + y2 - z = 1 ja tasandiga z = 0
2 2
506t Pöördparaboloidiga 2z = x  + у ja tasandiga у + z = 
= 4
2 2507, Paraboloidiga z = (x - 1) + у ja tasandiga 2x + z =
= 2
508, Sfääriga x 2 + y2 + z2 = 2z ja koonusega x 2 + y2 = z2
509, Koonusega z = \Jx^ + y2 ja paraboloidiga x 2 + y2 =
= 6 - z
5Ю, Poolsfääriga z = \|4 - x2 - y 2 ja pöördparaboloidiga 
x 2 «• y2 = 32
511# Paraboloidiga z = x2 y 2 ja tasandiga z = x + у
512* Poolefääriga z = \ja2 - x2 - y2 ja paraboloidiga 
x2 + y2 = a(a - 2z)
513* Paraboloidiga z = x 2 + y 2 ja koonusega z2 = xy
2 2 2
514, Pinnaga z = 1 — + Z-) ja tasandiga z = 0
ac b£
2 2 p
515* Ellipsoidiga — -j* ^  + g = 1 ja koonusega z = 
a b
516, Pinnaga (x2 + y2 + z2)2 = 3x
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517. Pinnaga (X2 ♦ У2 ♦ z2 )2 = 3xyz
518, Pinnaga (X2 ♦У2 ♦ z2)3 = 3xyz
519. Pinnaga (X2 ♦У2 ♦ z2 )3 = .2 4 a z
520, Pinnaga (X2 * y2).2 ♦ z* = 6z
521» Pinnaga (X2 ♦У2 ♦ z2 )3 = - Ax + y
522. Pinnaga /X2
* s
,2 2 v . Z \ _ X 
+ — ?) = -  
с d
523. Pinnaga
X2
$ * $ ♦ S > = 39
524. Pinnaga
v 2
(7 • s
♦ ^ ) 3= .
■ *p
525. Pinnaga
x2
£ * s
2 2 
a b
526. Pinnaga
*2
(P * s + 7 > 5 ■
z4
7
527. Ellipsoidiga
2 2 2 
а с
= 1 da ]
2 2 
a b
z
с
528. Pinnaga
x 2/3
Ф  *
— 2/5
Ф  *
z 2/3 
(-)С
529. Pinnaga Nil * \ g
= 1
Leida järgmiste kehade E ruumalad Vg, kui E asub esi­
meses oktandis ja on piiratud koordinaattasanditega ja järg­
miste pindadega (parameetrid a,b,c,p ja q on positiivsed 
konstandid).
550. (f ♦ I * f>2 = f
cS * f  * f>2 - f -5
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532. (f + I  ♦ f)* = S f  
553. (f ♦ § ♦ f>2 = I  ♦ f  - I
534. ( * * f  . f ) 6 . a a
535. (f ♦ £) + 72 = f-  q
*<S - £
S * l  * «
Keha mass, raskuskese, inertsimomendid .ja potentsiaal. 
Kui mõõtuva keha E tihedus igas punktis P = (x,y,z) on ^ = 
s p ( x ty,s), siis keha E mass
mg j^(x,y,z)dxdydz. (44)
E
Keha E masskeskme С = (x ,y .z ) koordinaadid arvuta-
c c c
takse valemitega
xc = н Ш  x pCx,y,z)dxdydz 
E
< yc e I  \ \ \ 7 P (x,y,z)dxdydz (45)
E
z f (Х»У» z)dxdydz,
kus m = mg arvutatakse valemiga (44).
Keha E Inertsimomendid ja J zy vastavalt xy-
tasandi, yz— tasandi ja zx— tasandi suhtes määratakse integ­
raalidega
536. (f ♦ I  + f)5 = sin
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Jxy = \\\ 2,2 ? (x,y» z)dxdydz 
E
Jyz = f (x,y,z)dxdydž (46)
zx
(x, у ,z) dxdydz.
Keha E inertsimomendid J , J ja J vastavalt x-telje,
J
y-telje ja z-telje suhtes määratakse valemitega
J = J + J x  xy xz
у yx yz
J a J + J z zx zy
(47)
Üldiselt keha E inertsimoment mingi telje 1 suhtes mää­
ratakse integraaliga
,y,z)dxdydz, (48)
E
kus r on punkti (x,y,z) kaugus teljest 1.
Keha E inertsimoment koordinaatide alguspunkti suhtes 
määratakse valemiga
J = J__ + J + J
о 'xy ' 'yz ' zx 
Keha E Newtoni potentsiaal U = U(xfy,z) 
(a,b,c) määratakse integraaliga
(49)
punktis
kus r = \J(x - a)2 + (y - b)2 + (z - c)2 .
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17
Ülesanded.
537t Leida kuubi E = [o,a]3 mass, kui kuubi E tihedus 
igas punktis (x,y,z) on p(x,y,z) = z.
538. Leida risttahuka E = [o,a]x [o,b]x[o,c] mass, kui 
E tihedus igas punktis (x,y,z) on p(x,y,z) = x + у + z.
539. Leida kuubi mass, kui kuubi tihedus igas tema 
punktis on arvuliselt võrdne punkti kauguste summaga kuubi 
kolmest tahust, mis läbivad ühte tema tippu.
540. Leida tasanditega x + у + z = a, x = 0 ,  y = 0  ja 
z = О piiratud püramiidi mass, kui püramiidi tihedus igas 
punktis on võrdeline punkti aplikaadiga.
541. Leida kera E mass, kui kera raadius R = 3» tihedus 
p(x,y,z) igas punktis (x,y,z) on proportsionaalne punkti 
kaugusega kera keskpunktist, kusjuures tihedus ühiku kaugu­
sel kera keskpunktist on 2.
54-2. Leida kera E mass, kui kera raadius on R ja kera 
igas punktis (x,y,z) on tihedus
?(x,y,z) = \|r 2 - (x2 + y2 + z2).
543» Leida keha E mass, kui keha E on piiratud silind-
2
n g a  x = 2y ning tasanditega у + z = 1 ning 2y + z = 2 ja 
kui tihedus igas tema punktis on arvuliselt võrdne selle 
punkti ordinaadiga.
544. Leida silindri
E = |(x,y,z): x2 + y2<  a2 , O ^ z ^ c j  
mass, kui E tihedus igas tema punktis on võrdeline punkti 
kauguse ruuduga silindri teljest.
5^5* Leida keha E mass, kui E on kerade x2 <f y2 + z24a2 
ja x2 + y 2 + z2 ^  2az ühisosa ja tema tihedus igas punktis 
on võrdeline punkti kaugusega xy-tasandist.
546, Leida sfäärilise kihi
a2 < x2 + y2 + z2 <  4a2
mass, kui kihi tihedus igas punktis on pöördvõrdeline punk­
ti kaugusega punktist (0,0,0).
Leida järgmiste homogeensete kehade masskeskme koordi­
naadid, kui keha on piiratud järgmiste pindadega, kus para­
meetrid on positiivsed konstandid.
547# x + у + z =4a, x = 0, y = 0, z = 0 
548, z2 = xy, x =#a, у = b, z = О
549* x2 + у2 + z2 »  a2 , x = О, у = 0, z = 0 ja asetseb esi­
meses oktandis 
550* z = \Ja2 - x2 - y 2 , z = c, kus 0 ^  с ^ a
koordinaadid, kui tema tihedus igas punktis on arvuliselt 
võrdne punkti kaugusega kera keskpunktist.
555* Leida kera segmendi masskeskme koordinaadid, kui 
tema tihedus igas punktis on võrdeline caugusega segmendi 
alusest.
Leida järgmiste homogeensete , kehade inertsimomendid
toordlnaattwaadlt» j* koordinaattelgede suhtes f kui teha on 
piiratud j&rgmiate pindadega, koe parameetrid on positiivsed 
konstandid.
556. » 1 . x * 0, у . 0, * = 0
557» ♦ ^ 2  ♦ *^ 2 = ^
a* 1Г c*
558, ♦ 2^ = -^2» z * с
559. s | . x | . l | . l ,
560. Leida keha inert slmoment в-telje suhtes, koi keha 
on piiratud tasanditega x = 2, у = 0, y = 1 f s = 0 ja si­
lindriga *2 s 6x ning tema tihedus igas punktis on võrdeli­
ne punkti kaugusega xy-tasandist.
561. Leida kera x2 + y2 + *2 < a2 inerteimoaent teaa 
diameetri suhtes, kui kera tihedus punktis (х,у,в) on võr­
deline punkti kaugusega kera keskpunktist.
562. Leida homogeense keha
В * j(x,y#*)* x2 + y2< a2, 1*| 4 c| 
inertsiaoment sirge x » у * s suhtes.
563. Leida homogeense keha inertsimoment koordinaatide 
alguspunkti suhtes, kui keha on piiratud pinnaga
(x2 ♦ y2 ♦ s2)2 * a2(x2 y2).
564. Leida homogeense silindri
E = |(x,y,z): x2 ♦ y2 < a2, O ^ z ^ c j  
Newtoni potentsiaal punktis (0,0vd).
565. Leida homogeense kera x2 + y2 ♦ *2 < R2 Newtoni 
potentsiaal punktis (a,b,c).
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§ 7« Päratnd kordsed integraalid 
1« gahekordne lntergaal üle lõpmatu piirkonna. Olga 
funktsioon f määratud tõkestamata piirkonnas D. Eraldame 
piirkonnast D tõkestatud mõõturate osapiirkondade DQ mono­
toonse jada
о ^2^ • •• с с  • • • сD , 
mis piirprotseseis n—»oo laheneb piirkonnale D, s.o. iga 
punkti Pe D korral leidub indeks n, et P€ Dß .
Kui iga n korral eksisteerib kahekordne integraal
Jn s *(x,y)dxdy (5 1)
ja lõplik piirväärtus
J = lim J , (52)
П-»оо
ais ei eõlta jada <Daj valikust, siis öeldakse, et funkt­
sioon f on integreeruv lõpmatus piirkonnas D t arvu J nime­
tatakse funktsiooni f kahekordseks integraaliks lõpmatus 
рИтЧгпппая в jm tähistatakse
j = jj f(x,y)dxdy. (53)
Seejuures öeldakse, et integraal (53) on koonduv arvaks J* 
Kui piirväärtus (52) ei eksisteeri või sõltub jada Da 
valikust või on lõpmatu, siis öeldakse, et integraal (53) 
üle lõpmata piirkonna D on hajuv.
Järelikult, kui on teada, et integraal (53) koondub, 
siis piirväärtus (52) ei sõltu jada Da valikust ja see­
pärast võime piirväärtuse (52) arvutamiseks valida konk-
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reetse jada nii, et oleks hõlpsam arvutada integraalid
(51).
Integraali (53) koonduvuse uurini eeks kasutatakse järg­
misi tunnuseid.
Teoreem 1 « Kai f ( x , y ) ^ 0  piirkonnas D, siis integraa­
li (53) koonduvuseks arvuks J on tarvilik ja piisav, et vä­
hemalt ühe jada (Dn } korral arv jada oleks koonduv ar­
vuks J.
Teoreem 2. Kui funktsioonid f ja g on integreeruvad 
igas osapiirkonnas DQ  ja
koonduvusest järeldub integraali (53) koonduvus ja inte­
graali (53) hajuvusest järeldab integraali (54) hajuvus. 
Integraali (53) nimetatakse absoluutselt koonduvaks.
Teoreem 3 . Kui iga Dn korral integraalid (51) eksis­
teerivad, siis integraal (53) koondub parajasti siis, kui 
ta koondub absoluutselt.
Teoreemist 3 järeldub, et integraalide (51) olemasolu 
korral integraalid (53) ja (55) koonduvad või hajuvad ühe­
aegselt.
2. Kahekordne integraal tõkestamata funktsioonist. 01-
0 4f(x,y)4 g(x,y) 
igas panktie F  = (x,y)€ D, siis integraali 
(( g U , y ) d x d y (54)
koi koondab integraal
(55)
gu xy-tasandil asetsevas piirkonnas D määratud funktsioon
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f, mis on piirkonna D sisepunkti või гаjapunkti PQ= (xQ,y0) 
ümbruses tõkestamata. Eraldame piirkonnast D osapiirkonna 
, mis sisaldab punkti PQ ja mille diameeter on Л, nii 
et ülejäänud osas Da = D \ U x  eksisteerib kahekordne inte­
graal .
=55 ^(x,y)dxdy. (56)
Da
Vaatleme piirprotsessi и)л -► PQ, s.o. protsessi, kus piir­
kond U)x  tõmbub kokku oma punktiks PQ, mida märgime süm­
boliga А -►О.
Kui eksisteerib lõplik piirväärtus
J = lim , (57)
л -* о
mis ei sõltu piirkondade valikust, siis öeldakse,* et
funktsioon f on integreeruv piirkonnas D ja arvu J nimeta­
takse funktsiooni f kahekordseks integraaliks üle piirkonna 
D ja märgitakse
j =  55f(x,y )dxd7 . (58)
D
Seejuures öeldakse, et integraal (58) koonduh. Kuul juhul 
öeldakse, et integraal (58) hajub.
Kui funktsioon f on tõkestamata piirkonnas D asetseval 
joonel c, mille pindala on null, siis integraal (58) defi­
neeritakse analoogiliselt. Nimelt võtame piirkonnas D min­
gi mõõtuva osapiirkonna mis sisaldab joont c, kus Л 
on suurim kaugustest joone с ja osapiirkonna u>x rajajoone 
punktide vahel. Integraal (58) defineeritakse jalle valemi­
ga (57).
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Теогееш 4 . Kui f (x,y) * О piirkonnas D, siis integraali
(58) koondav use fce arvake J on tarvilik ja piisav, et vähe-
aalt ühe jada j4\n} korral,kas Лп -> О, oleks jada {j^}
koondav arvaks J.
^eoreem 5 » Kai funktsioonid f ja g on integreeruvad
igas оsapiirkonnas ja
0 4 f(x,y)4 g(x,y)
igas punktis F = (x,j)eD, siis integraali
j \ g(x, y)dxdy (59)
D
koonduvusest järeldab integraali (58) koonduvas ja integ­
raali (58) hajuvusest integraali (59) hajavas*
Tõkestamata funktsiooni integraali korral samuti defi­
neeritakse absolaatse koonduvuse mõiste, kusjuures samuti 
kehtib teoreemile 5 analoogiline teoreem.
Täi&eti analoogiliselt päratule kahekordsele integraa­
lile defineeritakse päratud kolmekordsed integraalid. Ka 
nende korral kehtivad teoreemid 1-5 #
Häide 13« Arvutada kahekordne integraal
j = (( -------__________
У (6 + 2 * 2 +  ЗУ2)2
kus D = H2.
Lahendusj. Integreerimispiirkonnaks on kogu xy-tasand. 
St integraalialune funktsioon on pidev, siis integraalid 
(51) eksisteerivad iga Dn korral. Valime 
Dn s 2x2 ♦ ЗУ2 4 n2).
Siis
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a - й
J = ))  ______ dxcfr
Dn (6 + 2x + 3y2)2
Viimase integraali arvutamiseks lehm© üle elliptilistele 
polaarkoordinaatidele
x = ~  сое Ф
Г
J = -ja sinip.
il3
Saame
2тг
• -1 ( *<p ( — г- ^ , , * _ал 1 ( ш  ♦_<? = 
n <6 ) v  ^ 7 Г 7 7 ?  n/6 2 ) (6 + r2)
n
_ Jt Г I ' l l  IT ,1 1
-ТбГГГ?!
leust piirprotseseis n-* oo saame
j _ J LJ ----p.
6 J6
Teoreemi 1 põhjal leitud J ongi otsitavaks integraa- 
liksj sest integraalialune funktsioon on positiivne.
Näide 14« Arvutada integraal
j . (( . ш  - ,
--- D f  -  «* -  У
kus D on rööpkülik |4x ♦ у 14 1, | У | 4 1 •
Lahendus^ Integraalialune funktsioon on positiivne ja 
tõkestamata sirgel 4x ♦ у = 1 , s.o. sirgel
X  s 1 -JL.
4
(vt. joon. 23 ). Vaatleme osapiirkonda с D, mis on
piiratud sirgetega x = - —  ja x = — - £-
ning у = ±1, kus Л > О on küllalt väike arv. Selles piir-
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konnas Вл on integraalialune funktsioon tõkestatud. Arvu­
tusvalemi (4) järgi saame
\  (1-7-Л)/4
J ■ s 47 5 i r r i r r r( - 1 - y )/4 m  «  j
1 (1-y-A)/4
= - \  ( dy p  - 4x - у
il
1
3 ” \  \ “'l2 ^d y *
Seega minnes piirile Integraalimärgi all (vt. ptk»I, §1, 
teoreem 1), saame
J = lim J. =
>-»■04-
- 5  j V5 
-1
dy =
Ülesanded.
Arvutada järgmised päratud kahekordsed integraalid 
või veenduda nende hajuvuses.
566. j {exp(-x2 - y2 )dxdyt kus D = R2 
D
567. ) ) — "9 1 ■ — 5* kus D on xy-tasandi esimene veerand.
V  <* ♦ У2 ♦ 2 )
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568
•569,
570
571 
572. 
575.
574.
575.
576.
577.
578.
kos D on xy-tasandi esimene тее- 
D '
rand.
r jjxy exp(-x^-y2)dxdy, kus D on xy-tasandi esimene тее- 
D
rand.
> j J) в”IхI"iy Idxdy, kus D = R2 
D
, ((--- --------  . kus D * R2
y u T T ?
SS 4 Т/5» D = R2
yD; ( 1 >  4x2  + 9y )?
(( dxdy , kus D = ( (x.y): |2x-y | 4 1 , 0 < у 4. 1 |
V  У1 - 2x ♦ у
[V i  • kus D ■ {<x,y): *2 * 7 2 4
j U.--.axay кш> d »((x,y)t ^  + J§*1)
D  ^6 - 2x - 3y
j j axp(-x2 - y2 ) sinCx2 + y2 )dxdy, kus D » R2 
D
j exp(-x2  - y2 ) cos(x2+ y2 )dxdy, kus D в R2 
0
exp(-y2 )dxdy, kus D =j (x,y): 0ix^y(° ° |
D
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579. ^ x y ”2e""ysin у dxdy, kus D = |(x#y): 0^2x£y<°° j 
D
580. ^  ln(x2 + y2 )dxdy, kus D = j(x,y): x2 + y2 < a2j 
D
581. ^  c°s^2 ♦ dxdy, kus D = | (xty)* x 2 + y2 < a 2 J 
D x + y
582* Jj) slgi^2. ^  dxdy, k u s D = | ( x , y ) *  x ^ O ,  y > o j  
D x + У
583. \ \ 2 ^ 2'"«* kus D = {( x »y ) :  x2 + y 2  ^ 1 }
D + У )
584* j J---- ^ Ž / 5  , kus D = D = j(x,y) |xl^1, 1уЦ 1}
D “ У)
585. ^ —  . dxd^, . ( i£US d - |(x,y): 0 i у4 x ^  1 |
D \|(1 - x)(x - y)
586t (( ln sin(x - y)dxdy, kus D on piiratud sirgetega
D
у = О, у = x  Ja x = 1
587. Tõestada, et
lim \ \ sin(x2 + y2 )dxdy =
n -  Dn
•X , kui Dn =|(x,y)s |x|£n, |y|^nj,
0 , kui Dn * |(x,y): x 2 + y 2 ^ 2JTnj.
588. Tõestada, et integraal
cos(x2 ♦ y2 )dxdy,
D
p
kus D = R , on hajuv.
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589. Olgu
*(*»У)
Tõestada, et kahekordne integraal
)) f (x »y) <*xdy
hajub, kui D = (x,y): x,y^lj, kuid kordavad integraalid
OO OQ СО OO
j dx j f(x,y)dy ja j dy jj f(x,y)dx
koonduvad.
590. Tõestada valem
Г(а) Г(Ь) = Г (а + b)B(a,b)
(a,b>0), tehes päratus integraalis
\\ e-x"7 хЬ“Я ya“'ldxdy,
D
kus D on xy-tasandi esimene veerand, muutujate vahetuse 
x = u(1 - v), у = uv.
591. Kasutades ülesande 566 vastust, arvutada 
Poissoni integraal
00
j exp(-x2 )dx.
о
Milliste positiivsete parameetrite a,b ja a korral 
koonduvad järgmised integraalid .
592: ((----- kus D = {(x,y): |x|a ♦ly|toi l }
V  С |x|a ♦l,!»)»  ^ J
593 (( D * lx|* +1у1ь^ 1 )
U  (|x|* ♦|y|D)B
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594* kas D =(<x »y)* lx La +  ly!b ^ 1 }
"  (1 -|x| -|y| ) v
Arvutada järgmised päratud kolmekordsed integraalid 
▼õi veenduda nende hajuvuses.
595. \ \ \ ---äžäaüs— „  , №  t ,  s’
>1’ (1 ♦ x  ♦ 7 + I ) " 2
5 96. ( ( ( _ — ä | ä z a = ------  küS s  ,  E J
g X  ♦ + 4
597. U \ -------хуахауаг tM в ,  а?
^  (1 + x2 ♦ T2 + I2 )5
598. j ^ x p ( - x 2 - y 2 - z2 )dxdydz, kus E =
E
dxdydz
599‘ ^ ( x 2 + T2 ! ,2 )5 ’ kUS S  *{(x'y >z:)!l2 ♦ 72 ♦ l2>1}
600. ---------
g x^ + y* + z - 6z + 9
E = { (x,yrz): x 2 ♦ y2 ♦ (z - 3)2 > 1  } ~
601 • ♦ ? :  а  ■ kue 8 0B
kera x2 ♦ y2 ♦ *2^ .2
602, J2 j «2 )dxd,d, t kus £ on кем
g X*1 + y* ♦ 1Г
x 2 + y2 ♦ *2 4 a 2
* ^ ) 2U y--3ffidz 2ч5 » kus E = ( (x,y,z)* x2 +y2 +z2 ^ a2 ) 
к vx ♦ У ♦ * ;  ^ 'E
603
-142-
604, kus E on kera'* \\ \ + y2 + 2y + 4 + *2)dxdyds,
E
x 2 + (y + 2)2 + z2 ^ a2
Milliste parameetri a väärtuste korral koondavad Järg­
mised integraalid ja arvutada need.
605, ktte B = [0 ,1]J
g (xy z)
606' ^  (x5 T / l  шг ) л  ' *“ E + J2 ♦ *2 > 1}
607, H S f-g "-Эч'а • kus E *((x,7 ,z,):x2 + у2 ♦ 22<ll
g  V.X ♦ у +  z у ./
6081 йк . . t?)ä . kus К = {(x.y.s): x2*y2« 2t j
E
Milliste positiivsete parameetrite a,b ja с väärtuste 
korral koonduvad järgmised päratud kolnekordsed integraa­
lid.
609. (((»«tgn<x2 ♦ J2 ♦ »2? dxdydz, t e
Cx2 ♦ y2 + 1 2 )“
® * {(x,y,*)i I 2 ♦ y2 + *2> "lj
610. dxdydt, kus 
' g 1 (x + у -f z )
E = [(x,y,z): x 2 + y2 + Z2 4 l }
611* dxdjdz
, kus E on kera
x 2 -f y2 + z2 ^ 2
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612 » j j j 1 dxdydz, kus E on kera
g (x + у ♦ x )
x 2 ♦ у2 + z 2 4  1
613. j((arccosb (x2 t f. * .«2 .7 2« .1 ? , кц8 в on kera 
(x2 ♦ y* + x2 - 2z ♦ 1)a
x2 ♦ y2 ♦ x2^ 2z
6 1 4 ‘  M  ~x | «^ | y | b  + |,|<> > k u s  s  = (<* •* • *> =  l x l * l y l + l * l > l }  
645« — dxayd* a , tas E on koop [ o , 1 ?
IX + у  -  XI
-ЛЧЦ-
III.JOONINTEGRAALID 
8 1• Esimest liiki joonlntegraal 
Olga antud pidev ruumiline sirgestот joon AB, kue A on 
joone alguspunkt ja В joone lõpp-punkt (vt. joon. 24).
Joonel AB olgu määratod kolme 
muutuja funktsioon
f(P) = f(x,y»*).
Jaotame joone AB osadeks punktide­
ga (isO,1f...,n), kus А * Pe ja
В a p . Saadud osakaarte & Pi-1Pi
Joon.24
pikkused olgu s ^  kusjuures kaare-
pikkust s^ mõõdame alati punktist
P ^  punkti P^ poole. Igal osakaarel P ^ P ^  võtame suvalise
pankti Q. ja moodustame summa
n
o' я ^  
i=1
Osakaarte maksimaalse pikkuse tähistame \  abil.
Arvu J nimetatakse funktsiooni f esimest liiki iooain- 
tegraaliks (elik .loonlntegraallks kaare pikkuse järgi.) mööda 
joont AB punktist A punkti В ja kirjutatakse
J * j f(x,y,s)ds, (1)
AB
kui iga arvu £ > О korral leidub arv S  > 0, et
19
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IJ - в-К £ # kui > С £,
sõltumata joone AB jaotamisviisist osadeks Ja punk­
tide valikust.
Kui eksisteerib joonintegraal (1), siis öeldakse ka, 
et funktsioon f on integreeruv joonel AB.
Joonintegraal (1) eksisteerib, kui funktsioon f on pi­
dev joonel AB ja joon AB on sile.
Kui joon AB asetseb xy-tasandil, siis joonlntegraali 
(1) nimetatakse tasapinnaliseks. Tasapinnalise jooninte- 
graali (1) korral võib funktsioon f olla kahe auutu- 
ja x ja у funktsioon. Sel korral võime (1) asemel kirjutada
Tasapinnaliseks nimetatakse integraali (1) ka sel ju­
hul, kui joon AB on yz- või zx-tasandil. Üldiselt, kui joon 
AB on ruumiline, siis integraali (1) nimetatakse ruumili­
seks joonintegraaliks. Sageli integraalis (1) ja (2) joont 
AB märgitakse ühe tähega L, eriti kui joon on kinnine.
Esimest liiki joonlntegraalide omadused. Joonintegraa- 
lil (1) on järgmised omadused.
I. Kehtib võrdus
s.t. esimest liiki joonintegraal ei sõltu joone AB läbimise 
suunast.
II. Kui joon AB koosneb osadest AC ja CB ning funktsi­
oon f on pidev, siis
(2)
AB BÄ
jf(x,y,z)ds = ( f(x,y,z)ds + ( f(x,y,z)ds 
AB АС CB
s.t. esiaest liiki joonintegraal on aditiivne*
III. Kui funktsioonid f ja g on integreeruvad joonel 
AB, siis ( d = const)
a) j <x f(x,y,z)ds = a  J f(x,y,z)ds,
AB AB
b) ) |f(x,y,z) + g(x,y,z)jds = j f(x,y,z)ds +
AB
+ j g(x,y,z)ds,
AB 
AB
s.t. esimest liiki joonintegraal on lineaarne.
Omadusi I - III kasutatakse joonintegraali (1) arvuta­
misel. Esimest liiki joonintegraali (1) korral kehtivad ka 
ülejäänud Riemanni integraali omadused, naga monotoonsus, 
absoluutne integreeruvus ja keskväärtusteoreem.
Esiaest liiki tasapinnalise .loonintegraalt arvutamine. 
Kui joon AB on sile ja funktsioon f on pidev sellel joonel 
AB, siis tasapinnaline joonintegraal (2) eksisteerib ja te­
ma arvutamiseks võib kasutada järgmisi valemeid, mis taan­
davad joonintegraali (2) arvutamise teatava määratud inte­
graali arvutamisele.
1) Kui joon AB on antud paraaeetriliste võrranditega 
x = x(t)
a
у ->(* ) .  '
kas punktile A vastab parameeter c( ja punktile В paramee­
ter jb , siis
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\ f(x,y)ds = ^  f[x(t),y(t)]\Jr2 ♦ y2 dt. (3) 
AB *
2) Kui joon AB on antud ilmutatud võrrandiga
У = У(х), a N< x 4  b, 
kus punktile A vaatab x = a ja punktile В vastab x = b f 
siis k
\ f(x,y)ds » j f(x,y(x))^|l + y »2 dx. (4)
AB а
3) Kui joon AB on antud ilmutatud võrrandiga
x * x(y), с * у *d, 
kus punktile A vastab у * с ja punktile В vastab у « d,
eii» d _______
\ f(x,y)ds * ( f(x(y),y) \|x£2 + 1 dy. (5)
AB с
4) Kui joon AB on antud ilmutamata kujul võrrandiga 
F(x,y) = 0, siis kasutame ilmutamata funktsiooni olemasolu 
teoreemi (vt. Matemaatilise analüüsi praktikum III, vihik . 
1, Tartu, 1974, lk. 110, Teoreem 1). Kui selle teoreemi 
tingimused on täidetud, siis saame avaldada joone võrrandi 
ilmutatud kujul у = y(x) või x  = x(y) ning leida tuletise 
y*(x) või x*(y) ja kasutada arvutusvalemit (4) või (5).Sel 
korral võib joone võrrandi esitada ka parameetrilisel kujul 
ja kasutada arvutusvalemit (3).
5) Kui joon AB on antud polaarkoordinaatides võrrandi­
ga
r = r(vp), c u  Ц? 4 ß  , 
kas punkt -ч A vastfc 9 = a  ja punktile В vaatab vj) = ($,
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siis
Es laest liiki ruumilise .loonintegraali arvutamine. Kui 
joon AB on sile ja funktsioon f on pidov sellel joonol AB, 
siis joonintegraal (1 ) eksisteerib ja tema arvutamiseks 
võib kasutada järgmisi valemeid, mis taandavad joeninteg- 
raali (1 ) arvutamise teatava määratud integraali arvutami­
sele.
6) Kui joon AB on antud parameotriliste võrranditega
x » x(t), у = y(t), s > *(t), d  4 t 4 (b , 
kus punktile A vastab t = <* ja punktile В vastab t = 3^ ,
7) Kui joon AB on antud ilmutatud kujul võrranditega
kus punktile A vastab x * a ja punktile В vastab x = b, 
ei<*>
8) Kui joon AB on antud ilmutamata kujul võrrandisüs-
siie kasutame võrrandisüsteemiga määratud ilmutamata funkt«
1 ♦ у’ 2 + «*2 dx. (8)
teemiga
F(x,y,s) = 0 
G(x,y,e) » 0,
siooni olemasolu teoreemi (Matemaatilise analüüsi praktikum
III, vihik 1, Tartu, 1974, lk. 124, Teoreem 1). Kui selle 
teoreemi tingimused on täidetud, siis saame leida joone võr­
randi ilmutatud kujul
У = y(x), z = z(x) 
ning leida tuletised y'(x) ja z’(x) ja kasutada arvutusvale­
mit (8). Sel korral võib joone võrrandi esitada ka parameet­
rilisel kujul ja kasutada arvutusvalemit (7)«
9) Kui joon L = AB on kinnine, s.t. А = В, siis joon­
integraali (1) ja (2) arvutamisel võib integreerimistee al­
guspunktiks võtta joone iga punkti.
Näide 1 . Arvutada joonintegraal
J в j xy ds,
L
mööda xy-tasandil olevat kinnist joont L, mille moodustavad
koordinaatteljed ja esimeses veerandis asetseva ellipsi
2 2
a tr
kaar.
Lahendus^ Antud joon on esitatud joonisel 25. Integraa­
li aditiivsuse omaduse põhjal võime 
kirj utada
OA AB BO OA AB OB 
Et mööda lõiku OA on у = О ja mööda 
OB on x = О, siis joonintegraali de­
finitsioonist nähtub, et
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seega
) xy ds = j xy ds s 0, 
OA OB
J = j xy ds.
AB
AB: t 6 [о, Jt/2],
Viimase integraali arvutamiseks kasutame valemit (3)« Para- 
metriseerides ellipsi võrrandi, saame 
x = a cos t 
у = b sin t,
kus punktile А = (a,0) vastab t = 0 ja punktile В & (0,b) 
vastab t = 7/2. Seega eeldused valemi (3) kasutamiseks on
täidetud ja valemi (3) põhjal saame
45 / 2  r-
J = \ a cos t b sin t \ja2sin2t ♦ b2cos2t dt * 
о
ir/2
= 2b ( sln a2 1-S-.42 B ? *  + Ъ2 l -t-SSS2*- dt.
2 >0 - 2  2
Teeme muutujate vahetuse u = cos 2t, siis du = -2sin 2t dt, 
ja saame
a2 l ^ _ ä  + b2 du *
а2 + t>2 Ъ2 - а2 -— + -— j-=- u du =
32 - a2 3/2
4 b2 - а2 3 -1
= Sb 1. (b3 _ a3) , ab а .t.,a w „ b , #
3 Ъ - а 3 а + b
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Intad integraali võib arvutada ka valeni (4) järgi. Di- 
ferentseerides ellipsi võrrandit x järgi lugedes у = y(x), 
saane
2x . 22
kust
V »  -  b  X
У = --- 2 •
а у
Siin võine eeldada, et у ^  0, sest sellega kõrvaldame joo­
nest AB vaid ühe punkti, ais ei nõjusta integraali.Valemis-
\I1 * *'2 - \  1 ♦ £ ; !  * ; ? ^ p | » V  ♦ b V  *
Л 2 (1 - £§) ♦ b4x2 =
b . • \  (b2- l2 )*2 .
Nüüd valeni (4) põhjal saane 
а
J я -5j j x\| a4 + (b2 - a 2)x2 dx
j \J a4 4- (b2 - a2)*2 dCx2)
= “Tf “2"^— 2 ”N a* + (b2 - a2)x2]"
2a b - 3 L
b 1 ,.3.3 _6л
s ~õ— — ? О а' - а ) =
За b2 - 
_ ab а2 + ab + b2 
3 з "”a + b
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\
Halde 2 . Arvutada joonintegraal
J * ( X\j x2 - y2 de 
L
sööda lemniskaadi
(x2 + y2 )2 = a2 (x2 - y2 )
osa, kus x >/ 0.
Lahendusл Kasutame arvutusvalemit (6). Selleks läheme 
joone võrrandis üle polaarkoordinaatidele. Siis, arvestades, 
et x>/0, joone võrrand on
r2 » a2 cos 2 , Ф € [- J],
Diferentseerides viimast võrrandit ф järgi, saame
2
2rr = -2a2sin2ip , r * - ~  sin 2ф
ning
„2 . 12 2 a4 , 2 о _
Г  + Г  =  Г ♦ —ж  S i n  2 ф  =
Г
=  -ij ( r 4  -f a 4 s i n 2 2 v f )  =  - ^ ( a 4 c o s 2  2  ф  ♦ a4 s i n 2  2  ф )  = 
r  r
a4
= T *  
r
Seega valemi (6) põhjal,arvestades lemniskaadi võrrandit, 
saame
( x2 +r2 V r2 a2 T  2j = j x =-£*- ds = \ rcosip —  dф = a j гcoвфdф =
L -K/4
7Г/4 - ^/4
= a^ j coв2фcosфd ф = a^ ) (совЗ Ф + cos ip)d ф = 
-Я/4 0
tt/4
- + в!пф) . J M  ♦ £ >  - ?  J5.T r  = 5
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го
Näide 5 . Arvutada integraal
J = j z^ ds,
L
kus L on silindri x2 + y2 = 2x ja poolsfaäri z = VV-x2-y2 
loike joon (vt, joonis 26).
Lahendus^. Kasutame arvutusvalemit (7). Leiame joone L 
parameetrilieed võrrandid. Saame x 2 - 2x + y2 = 0, ehk
(x - 1)2 + у2 a 1, Seega 
võttes x - 1 = cos t^saa-
x a 1•+ cos t
t e  L°*2X>
у S sin t,
2
Et lõikejoon on 2x + z = 
a 4, siis *
Z2 a 4 - 2 x a 4 -  2(1 + cos t) a 2(1 - cos t) = 4sin2(t/2X 
Seega joone L parameetrilisteks võrranditeks on 
x = 1 + cos t
у a sin t 
Z a 2 sin
e[o,2ir].
Arvutame
j a
X a - S i n  t, у a C O S  t , Z a  C O S
x 2 + у2 ♦ z2 a sin2t + C O S 2 t  + COS2 (t/2) a 1 + cos2(t/2).
Valemi (7) põhjal saame nüüd
2л
’ 8sin
/
о
3 I \| 1 + o o s 2 ж d t  a
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= -  16j (1 - сов2 ‘) s/77 coo2 I  d сое I  *
о
1 _ I--------- -—  1 _________
. 16 j (1 - ea ) s/l ♦ u2 du = J2 ( (1 . a2) J l  , a2 d „. 
-1 о
E d a s i  võttes u = shv, s a a m e  du = ch v dv ja tähistades
arsh 1 = b leiame 
b
J ■ 32 j (1 - eh2v)ch2v dv = 32 { (ch^v - J  sh2 2v)dv
О о
« 32 jW f - .fr - J  £ h j ^ 1 )dv .
= 32 (| v + 1  sh 2v -  ^  sh 4v)
= 32(| b + J  sh 2b - j2 sh 4b).
Et sh b = 1, slis ch b = y/F ja sh 2b = 2^2. Edasl ch 2b = 
= ^ 1 + 8  = 3 ja sh 4b = 2«2 \)T-3 = 12 {г. Seega
J = 32(|b+ ^\/2 - jj 12^2)= 4\/2 + 20b = 4\/2 ♦ 20ln(1 + \/2) .
Näide 4 « Arvutada joonintegraal
J =  ^ x2ds,
L
It us L on ringjoon, mis on määratud süsteemiga 
[ x2 + у2 + s2 = R2 
x + у + z = 0.
Lahendus^ Kasutame arvutusvalemit (8). Selleks on va­
ja leida fanktsioonide у = y(x) ja z = a(x) tuletised.Võr­
randsüsteemiga määratud ilmutamata funktsioonide tuletiste
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leidmise eeskirja kohaselt (vt* Matemaatilise analüüsi prak­
tikum III, vihik 1, Tartu, 1974, lk. 124) diferentseerime 
süsteemi mõlemat võrrandit x järgi, lugedes у ~ y(x) ja z s
3 z(x). Siis saame tuletiste y' ja z' määramiseks süsteemi 
2x ♦ 2y y’ + 2zz' = 0
1 + y' + z’ = 0
ehk
kust leiame
yy* + zz' = -x 
y* + z' * -1,
У*
z - x
у - z®
Asendamiseks valemisse (8) arvutame juurealuse 
Saame
1 ♦ 7 .2 + ,.2 . n + ( 5 ^ * 2  + ,
avaldise.
(У - z)‘
t (x2 + y2 + z2 - xy - yz - xz).
Tõstes ruutu süsteemi teise võrrandi, leiame 
x2 + y2 ♦ z2 + 2(xy + yz ♦ xz) к 0, 
kust süsteemi esimese võrrandi põhjal 
-xy - yz - xz = R2/ 2 ,
Seega
1 + y»2 + z»2 а--- 2--- - (к2 + 1 jj2 ) a .л??2 -
(У - z)2 *  (у - z)Z
kust
ч|1. 2 . - ^ .
Sae. dd a/aldis es tuleb vesi a a end side j у — z | integree- ' 
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rimismuutuja x kaudu. Süsteemi teise võrrandi põhjal 
У - z » 2y + x f 
ja seega _____________
\J 1 + y *2 + z ' 2 = -4 3 Ü — (
\ » |2y *  x | *
Muutuja у asendamiseks kasutame nüüd eespool saadud aval­
dist
-xy - (x + y)a a R2/2.
Et z a -(x ♦ y), siis
-xy + (x y ) 2 = H2/2
ehk
y2 + xy + x2 - R2/ 2 = 0.
Lahendades selle ruutvõrrandi у suhtes, saame
У * J(-x ± \J 2R2 - 3x2 ),
kust
2y + x * ± sj 2R2 - 3x2 .
Et viimases avaldises peab olema 2R2 - 3x2 >/ 0, siis integ­
reerimise jadeks saame а a -c ja b a c t kus
с = R\j~2/3.
Viimasest avaldisest samuti näeme» et peame arvestama kalb­
te kõverat, sest juure ees on märk ±. Et integraali all esi­
neb vaid I2y + x|, siis integraalialnsed avaldised langevad 
kokku ja seepärast piisab võtta integraal kahekordselt üle 
lõigu £-c,c] . Seega
J а= 2RJ3 ( ...jd-fe-g = 4R ( * 2 —  -  =« 4R (
^  ) с f Ü 2  T Ü  ' . I 2p2 _2 J
С о с
i2a*
Тееле muutuja vahetuse x а с sin t, siis dx а с cos t dt
I
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= 2Rc2 ( (1 - cos 2t)dt = R c 2 t t  =
• о
Ülesande lahendamiseks võib kasutada ka valemit (?)• 
Selleks leiame integreerimistee L parameetrillsed võrran­
did. Eespool saime, et
2y = -x ±\j 2R2 - Зх2 s -x ± J3\j °2 - зс2 .
Valime parameetriks t ja võtame 
x = с cos t.
Siis
у = - I  (cos t T sin t),
da
z = -(x + y) = — c( cos t - £  cos t ± sin t).
Seega saame ringjoone L parameetrillsed võrrandid kahel 
järgmisel kujul:
x = с cos t
у = - £(cos t 7 JJ sin t) 
z = - 5y(co8 t ± sin t),
kus t e  [о,2тг).
Arvutame asendamiseks vajalikud suurused; saame 
x = -c sin t, у = ^(sin t ± \ß cos t)f
z = j(sin t ^ ^3 cos t),
kust
1Г/2
* 7 ^  ♦ ^4sin2t + 2sin2t + 2*j5cos2t) * ^ c2 = R2 .
Seega
2ir 2 jt
J = j c2cos2t К dt = ^Rc2 j (1 + cos 2t)dt = 
о о
= 1t R c 2 = jTTR5 .
Ülesanded.
Arvutada järgmised esimest liiki joonintegraalid möö­
da antud joont AB vöi L.
616* \ H ^ y »  AB« у = Jx - 2, А = (0,-2), В = (4,0)
AB
617 . j de, AB: у = -2x - 1, А = (0,-1), В = (1,-3)
AB
5 ~ ,  AB: x = 2y + 3, А = (5,0), В = (5,1)618;
AB
( I x = cos t n
619* ) xy ds, AB: i ( O ^ t i -ж) A=(1,0), B=(0,1)
у = ein t,
AB
x=a(t - sin t)/ хв'ч с x
620. ) \/y d a , L: I О ( t 4 2 Ti
£ [y=a(1 - cos t),
621.  ^у ds, L: 
L
x = a(t - sin t)
0 4  t 4  *
у = a(1 - cos t),
622. j) (x + y)ds, L: r2 = a2cos 2Ц> , - -  4 Ф i J-
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623» j (x - y)ds, L: r a cos \f, O H  ^ |
L
õ x  « COB t ♦ t Bin t
tr + j* de, L:
^ ['y = sin t - t COS t
X S c o s + s  
у cos r
0 4  t 4 2JT
6251 ) У ds, kus L on parabooli y2 = 6x kaar, ais on eral­
datud parabooliga x 2 = 6y
h А = (0,0), В = (1,0) ja С = (0,1)
628.  ^ xy ds, kui L on ristküliku ABCD kontuur, kus
L А = (0,0), В = (4,0)* С = (4,2) ja D = (0,2)
629t \ xy ds, kus L on ruutjoon |x| ♦ |y| = 1  
L
630.  ^ kui L on aheljoone у = a ch  ^  osa, kus
Kasutades arvutusvalemit (3) arvutada järgmised joon- 
integraalid.
a ^  у 4 a  J T
L
2 2 
Ls x ♦ у = ax
L
L
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634* 5 xy de, L: x2 - у2 = a2, a 4 x £ • ch 1
L
635*  ^ xy ds, Ls s 1
L * b
Kasutades arvutusvalemit (6) arvutada järgmised joon­
integraalid.
636, exp\j x2 ♦ y2 ds, L* x2 ♦ y2 = a2
L
637*  ^ arctan ^  de, kui L on irchimedese spiraali n  2<P 
L osa, kae О < r < 7Г
638* j lylds, kai L on lemniskaat (x2 + y2 )2 = a'"(x2 - y2)
L
639« ) x ds, kui L on logaritmilise spiraali r = a exp(Sip) 
L osa, mis asetseb ringis r 4 а
Kasutades arvutusvalemit (7) või (8) arvutada järg­
mised joonintegraalid mööda ruumilist joont Jj.
640,  ^-S m t kus L on kruvi joone x * a cos t , у = asint, 
T r  ♦ Г
z = at esimene keerd
641, j (x2 ♦ y2 + z2 )ds, kus L on kruvijoone x s a cos t,
L у = a sin t, z = bt esimene keerd
642,  ^ (x + y)ds, kui L on joone x = t, у = 3t2/fe, z = t5 
L osa, kus O ^ t O
643.  ^ z ds, kus L on koonilise kruvijoone x = t cos t, 
L
у = t sin t, z = t osa, kus О 4 t 4\|2
644.  ^ (2z -\J x2 ♦ y2 )ds, kas L on koonilise kruvijoone 
L
x = t cos t, у = t sin t, z = t esimene keerd
645t j) z^ds, kas L on silindri x 2 + у2 = ах ja poolsfääri 
L ___________ ___
z = \Ja2 - x2 - y2 lõikejoon
646*. $ хУг de » kuB L on ringöooae x2 * y2 ♦ z2 = R2 ,
L
x2 ♦ y2 = R 2 /4 osa, mis asetseb esimeses оktandis
647* \ (x + y)ds, kus L on ringjoone x2 + y2 + z2 = B2 , 
L
у = x osa. mis asetseb esimeses oktandis
4
648.  ^фу2 ♦ z2 ds, kus L on ring joon x2 ♦ y 2 + z2 = R2 , 
L
у = x
649» ) z de, kus L on kõvera x2 ♦ y 2 = z2 , y2 = ax kaar 
L
punktist (0,0,0) kuni punktini (a,a, a^2).
§ 2. Esimest liiki .loonlntegraali rakendused
1. Olgu funktsioon f(x,y) >, 0 määratud xy-tasandil aset­
seval siledal joonel AB. Esimest liiki tasapinnaline joonln- 
tegraal (2) geomeetriliselt tähendab joonisel 27 kujutatud 
vertikaalse silinderpinna ABCD pindala SABÜK, mille alumi­
seks servaks on joon AB ja ülemiseks servaks funktsiooni f
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Joon.28
f(x,y)ds.
ZA
2. Olgu joonisel 28 antud joon AB sile. Siis tema 
pikkus вдр on arvutatav valemiga
едв 3 j ds. O O )
AB
Kui joon AB asetseb xy-tasandil, siis valem (10) on 
eri juht valemist (9), kus f(x,y) = 1.
5. Olgu sileda joone AB joontihedus j? (x,y,z) pidev. 
Siis selle joone AB mass тдч on arvutatav valemiga
aAB = \ 0 ( x fy,z)ds. (11)
AB
4. Olgu sileda joone AB joontihedus p(x,y,z) pidev. 
Siis selle joone AB raskuskeskme
С - (Xq , yc , zq ) 
koordinaadid on arvutatavad valemitega
xc
) x <j>(x,y,z)ds
AB
л▼ st —
m \ yf(x,y,*)ds
AB
1
. * c = i \ z ^ ( x fy ta)dв
(12)
AB
Ices ■ e mA B «
Hilde 5 « Leida vertikaale« elllnderpinna pindala S, 
mille alumine serv asetseb xy-tasandil ja ülemine serv on 
joon
_______
j z = \j 2x - 4 X 2 .
Lahendue_, Kasutame valemit (9)« Leiame joone АБ. Et 
peab olema 2x - 4x2 > 0 ,  siis 0<:Х^1/2. Seega
AB: y2 = 2x, x€[o;J]#
Et z ei sõltu muutujast 
у ja joon AB on sümmeetri­
line x-telje suhtes, siis 
vaadeldav sllinderplnd on 
sümmeetriline x-telje suh­
tes (vt. joon. 29). Seega
valemi (9) kohaselt
S * 2 \ \|2x - 4 X 2  ds.
OB
Viisi: ae integraali arvutamiseks kasutame valemit (4).
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Selleks <y_ferentseerime joone AB võrrandit, saame 2yy' = 2 
kost
y. , 1
J  7
da
1 + y »2 = 1 + - 2  = 1 + -2-.
-Г 2x
Seega valemi (4) kohaselt
1/2
S = 2 j  \ j  2x - 4x2 \]l ♦ ^  dx
о
1/2
= 2 j \|l - ^x2 dx.
о
Moot oja vahetas 2x = sin t annab
x /2
S = j |cos t|cos t dt s
о
Я/2
=  ^ ooe t dt =
о
Vaadeldava integraali võime arvutada ka valemi (5) 
abil. Selleks võtame
A B x x s ^ y 2, У€[-1,1],
saame
Et x* = y, siis
S = 2 j ^ y 2 - y4 ds. 
OB
1 + x*2 = 1 + y2
ja valemi (5) kohaselt
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1   ________
S X 2  ^Njy2 - y4 \|1 + y2 dy =
0
1
- 2  \ | y|\1 “ У4 dy.
о
Й,
Muutuja vahetus y = t annab
s = y’2 d t s j j  t"V 2 (i -  t)V 2  dt =
° 1 0
1^,1 3 n 1 Г(-5>Г(|) 1 _ 2 / U  5Г
= -2 в(2 » 2 } = 2 — f\2 у----- 5 г ф  = т-
Ülesanded.
Arvutada järgmiste vertikaalsete silinderpindade pind­
alad, mille alumised servad asuvad xy-tasandil ja ülemised 
servad on määratud antud joontega.
650. y2 = x, z = \j x(1 - 4x)
651. x2 + у2 = 4, 2z = x2 + 4
652. 9y2 = 4(x - 1)3 , z + \|x = 2
653. x2 + y2 = 1, 2z = xy
654. 8y = 3x2, x = 0, z = x, у = 6 
655» У =\[S, z = у, 9x = 8
656, Leida silinderpinna у = x osa pindala, mis asub
tasandite x « 1, x = 2 ja z = x + у vahel.
2
657, Leida silinderpinna у = 2x pindala, mis asub si­
lindri z2 = 2x - 4X2 sees.
2 2
658, Leida silinderpinna x + у = 2x selle osa pind-
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ala,
659.
660, 
661.
662,
663.
664.
665.
666.
A ja
667.
668.
669.
670. 
671.
als asub kera x2 ♦ у2 ♦ z2 * 4 sees. 
Leida järgmiste kaarte pikkused.
y2 = x3 , x e [ o #5] 
у SS ch x, x€[o,l]
Г X  SS ln(t - 1) -
. ^ Г Л .  t s [ 2 ' • * 1]
r = e*, <рб[о,2л:] 
r ss 2sin?( f /3)
y2 = 4x
У6 [0,e]
2x = ln y,
L
у s 1 - ln cos x, x в [о, ЯГ/4-]
(-1 + exp 2x)e2y = 1 + exp 2х, x€[l,2]
Leida järgmiste ruumiliste kõverate pikkused punktide 
В vabel, 
x = 3t
у = 3t2 А = (0,0,0), В = (3,3,2) 
z = 2t3 ,
(у s 4arcsin(x/4)
4 -х
ТГШ
А = (0,0,0), В == (3,2,1)
(х - у) = 3(х + у)
Р Р р А = (0,0,0), В = (1,2,3) 
8(х - у2) == 9z ,
А =: (0,0*,О), В = (1,2,1)
х2 ♦ у2 = z
у = х tan z y 
х2 + у2 z2 = 4 
\Jx2 + у2 ch arctan(y/x) = 2,
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A=(2,0,0), В-(1,1^3)
Leida järgmiste kõverate mass antud joontiheduse 
^(x,y,z) korral.
672. f x = 2 cos t _ . . .
t e [ o f2jü] , j>(x,y) = IУI
у = sin
673. x = ln(1 + t 2) r , _x 
i t€[o,1J, P(x,y) * У#I у =  - t  ♦ 2arctan t ,
674. 2y = x2, хб[1,2], f  (x ,y )  = y /x
675. * 2 + У2/^  ■ 1, * > 0 ,  y^O, . f ( x ,y )  = xy
676. У = fth x , x € [ 0 f l ] ,  
f l ,  ku i x = 0,
H /y ,  ku i x  € ( 0, 1 3
677.
673.
679.
x = 6t
Z
X  = cos t
у a sin t t е[о,25Г] у ^(x,y,z) = 1 z2 
= \[з t,
x 3 efc cos t
у = efc sin t t€[o,ln 2],
z = e*,
/
f(x,y,z) on igas punktis pöördvõrdeline selle punkti po- 
laarraadiuse ruuduga ning <p (1,0,1) = 1
Leida järgmiste homogeensete kaarte raskuskeskme koor­
dinaadid.
680. fx s t - sin t -  _
t€[0,ir]
У s 1 - cos t,
681. ♦ \[y = 2 , x e [ o , 4]
-1 6 8 -
682. у2 = х^(8 - х)
683. у = ch х, xe[-1,l]
X = f t  сов t
684. - у = X  sin t b € [°»<i
2 =  2 t ,
685. Leida kruvijoone 
x s cos t
у a sin t t е[о,зг]
Z =  t,
mille joontihedus on ^(xty fz) = у, raskuskeskme koordinaa­
did.
686. Leida kruvijoone
Я2
X  = -ц- C O S  t '
У = j  sin t t efo.x'] 
z = 2 ^  b >
mille joontihedus on <j>(x,y,z) = 2z, raskuskeskme koordi­
naadid .
§ 3* Teist liiki .loonlntegraalid 
Olgu antud pidev ruumiline sirgestuv joon AB, kus A on 
joone alguspunkt ja В joone lopp-punkt (vt. joon. 30). Joo- 
B,/® nel AB olgu määratud kolme muutuja 
funktsioon
f(P) = f(x,у,в)•
Jaotame joone AB osadeks punktidega
^  P^ a (x^»y^»z^) ~ 0,1,...,n), kus Aa
а P ja В = P„. Iga saadud osakaarelо n
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22
= Pj^Pi võtame suvalise punkti ja m o o d u s t a m e  зивша
n
= H  *(<**)* *i» 
i=1
kus x^ = x^ - xi_-1.
Sisuliselt Л x^ kujutab endast joone osakaar© pro­
jektsiooni x-teljele, s.o.
Л x± = ргхе±.
Olgu
А = max A  x,.
1 £ i ^ n  1
Arvu J nimetataks© funktsiooni f teist liiki joonlnte- 
graallks (ehk joonintegraalifcs kaare projektsioonide järgi 
x-teljele) mööda joont AB punktist A punkti В ja kirjuta­
takse
J =  ^ f(x,y,z)dx, (13)
AB
kui iga arvu £ > 0  korral leidub arv $ > 0, et
|j - cr|< £ , kui \ <  S,
sõltumata joone AB jaotamisviisist osadeks ©^ ja punktide
valikust.
Moodustades summad
n n
a '= l i  f(Qi>Ayi* ""“ii,
me võime samal viisil defineerida veel kaks teist liiki
joonintegraal!, nimelt kaar© projektsioonid© järgi y-telje-
1© ja z-teljele, s.o. integraalid
J’ = j f(x,y,z)dy (14)
AB
da
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J s j f(x,y,z)dz. 0 5 )
AB
Integraale (13), (14) ja (15) nimetatakse ka jooninteg- 
raalideks koordinaatide järgi«
Olgu joonel AB antud kolm funktsiooni P s P(x,y,z), 
Q = Q(x,y,z) ja R = R(x,y,z) ning eksisteerigu integraalid
\ P(x,y,z)dx, \ Q(x,y,z)dy, \ R(x,y,z)dz. (16) 
AB AB AB
Joonintegraalide (16) summat nimetatakse üldiseks
teist liiki .ioonintegraaliks ja märgitakse sümboliga
j Pdx ♦ Qdy + Rdz. (17)
AB
Seega
j Pdx ♦ Qdy + Rdz = jP(x,y,z)dx + j Q(x,y,z)dy +
AB AB AB
+ j R(x,y,z)dz. (18)
AB
Suurust
Pdx + Qdy + Rdz (19)
integraalis (17) nimetatakse integraalialuseks avaldiseks«
Kui joon AB asetseb xy-tasandil, siis joonintegraale
(13), (14), (15) ja (17) nimetatakse tasapinnalisteks. Ta­
sapinnalise teist liiki joonintegraali korral võib integ- 
raalialune funktsioon olla vaid kahe muutuja x ja у funkt­
sioon. Sel korral integraalid 03)» (14) ja (17) esituvad 
vastavalt kujul
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5 f(x,y)dx, j f(x,y)dy, j) Pdx + Qdy, (20)
AB AB AB
kas
) Pdx + Qdy = Jj Pdx +  ^ Qdy . (21)
AB " AB AB
Tasapinnalisteks nimetatakse integraale (13), (14), (15)
(17) ka sel j ahal, kai joon AB on yz- või zx-tasandil. Ül­
diselt, kui joon AB on ruumiline joon, siis integraale (13),
(14), (15) ja (17) nimetatakse ruunlllsteks j о onintegraa Ii­
deks* Sageli integraalides (13)» (14), (15) ja (17) joont 
AB märgitakse ühe tähega L, eriti kui joon on kinnine. .
Teist liiki joonlntegraalide omadused. Joonintegraalil 
(13) on järgmised omadused (samad omadused on ka integraali­
del (14), (15) ja (17)).
I Kehtib võrdus
 ^ f(x,y,z)dx = -  ^f(x,y,z)dx,
BA - AB
s.t, teist liiki joonintegraal muudab märki joone AB läbi- 
missuuna muutmisel vastupidiseks.
II Kui sile joon AB koosneb osadest AC ja CB ning 
funktsioon f on pidev joonel AB, siis
j f(x,y,z)dx = j f(x,y,z)dx ♦ j f(x,y,z)dx,
AB АС CB
s.t. teist liiki joonintegraal on aditiivne.
III Kui funktsioonid f ja g on pidevad siledal joonel
Л
AB, siis ( = const)
- a) ( *f(jf,y,z)dx = o<  ^ f(x,y,z)dx,
AE AB
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b) ^[f(x,y,z) + g(x,y,z)]dx = ( f(x,y,z)dx ♦
AB AB
♦ \ g(x,y,z)dx,
AB
e*t* teist liiki joonintegraal on lineaarne.
IV. Kui joon AB on risti x-teljega, siis
j f(x,y,z)dx = 0.
AB
Kui joon AB on risti y-teljega, siis
j f(x,y,z)dy = 0,
AB
ja kui joon AB on risti z-teljega, siis
j f(x,y,z)dz = 0.
AB
Omadusi I - IV kasutatakse teist liiki joonintegraa- 
Iide arvutamisel.
Teist liiki joonintegraalide korral kehtivad ka üle­
jäänud Riemanni integraali omadused, nagu monotoonsus, ab­
soluutne integreeruvas ja keskväärtusteoreem.
Teist liiki tasapinnalise .joonlntegraali arvutamine» 
Kui joon AB on sile ja funktsioon f on pidev joonel ABt 
siis tasapinnalised joonintegraalid (20) eksisteerivad ja 
nende arvutamiseks võib kasutada järgmisi valemeid, mis 
taandavad joonintegraalide arvutamise teatavate määratud 
integraalide arvutamisele.
1) Kui joon AB on antud parameetriliste võrranditega 
x = x(t)
t ^  ß  t
У = y(t),
-1 7 3 -
kas punktile A vastab t =<*. ja punktile В vastab t =/3, siis
ч Д
 ^ f(x,y)dx = ( f[x(t),y(t)] x'(t)dt, (22)
AB ч
 ^ f(x,y)dy =  ^f[x(t),y(t)]y*(t)dt. (23)
AB *
2) Kui joon AB on antud ilmutatud võrrandiga
У = y(x), a ^ x ^  b, 
kus punktile A vastab x = a ja punktile В vastab x = b, siis
( (b
) f(x,y)dx = j f[x,y(x)]dx. (24)
N. AB а
3) Kui joon AB on antud ilmutatud võrrandiga
x = x(y), c ^ y ^ d ,
kus punktile A vastab у = с ja punktile В vastab у = d,siis
d
 ^ f(x,y)dy = ( f[x(y),y]dy. (25)
AB с
4) Kui joon AB on antud ilmutamata kujul võrrandiga 
F(x,y) = 0, siis toimime analoogiliselt nagu esimest liiki 
tasapinnalise joonintegraali arvutamisel (vt. lk.' 148, 
punkt 4)).
Teist liiki ruumilise jooninteKraali arvutamine» Kui 
joon AB on sile ja funktsioon f on pidev joonel AB, siis 
joonintegraalid (13), (14), (15) ja (17) eksisteerivad ja 
nende arvutamiseks võib kasutada järgmisi valemeid, ais 
taandavad joonintegraalide arvutamise teatavate määratud in­
tegraalide arvutamisele.
V
5) Kui joon AB on antud parameetrilist© võrranditega
x = x(t), у = y(t), 2 = z( t), «X < t <  p ,
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kus punktile A vastab t = o< ja punktile В vastab t = ß t 
siis
r f
) = \ f[i(t),y(t),s(t)]3t4t)dt, (26)
■AB oC
( P
) ^(x,y,z)dy = (j f[x(t),y(t),z(t)]y'(t)dt, (27)
a ^ x ^ b ,
\ f(x,y,z)dz = ? f[x(t),y(t),z(t)] z’(t)dt. (28) 
AB i
6) Kui joon AB on antud ilmutatud kujul võrranditega
У = y(x)
z = z(x),
kus punktile A vastab x = a ja punktile В vastab x * b, siis 
minnakse üle parameetrilisele kujule 
x = x
у = y(x) а < x< b 
z = z(x)t 
ja valemist (26) saame
b
j f(x,y,z)dx = ( f[x,y(x),z(x)]dx. _ (29)
AB а
Analoogiliselt toimitakse ka juhul, kui joon AB on min­
gis lõigus antud võrranditega
fz = z(y) 
x = x(y)
või
jx = x(z)
|y = y(z).
7) Kui joon AB on antud ilmutamata kujul võrrandisüs­
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teemiga
fp(x,y,z) = 0
I G(x,y,z) = 0,
siis toimime analoogiliselt naga esimest liiki ruaailise 
joonintegraal! arvutamisel (vt. lk. 149« Pm kt 8)).
8) Kui joon L = AB on kinnine, s.t. А = В, siis joon­
integraalide (13)» (14) ja (15) arvutamisel vSio integree­
rimist ee alguspunktiks võtta joone iga punkti.
Joonintegraal! arvutamine Green! valemi abil. Kui 
funktsioonid P = P(x,y) ja Q = Q(x,y) ning nende osatuleti- 
sed P ja on pidevad kinnises piirkonnas D, mille raja-
Jf *
joon L on ositi sile, siis kehtib valem
j Pdx + Qdy = - Py)dxdy, (30)
L D
kus joonintegraal võetakse mööda rajajoont L positiivses 
suunas, s.o. suunas, milles mööda joont L liikudes piir­
kond D jääb vasakule.
Valemit (30) nimetatakse Greeni valemiks. Tema abil 
võib mööda kinnist joont võetud teist liiki tasapinnalise 
joonintegraal! arvutamise taandada teatava kahekordse in­
tegraali arvutamisele.
Näide 6. Arvutada joonintegraal
J = j (Зх2 + y)dx + xdy,
L
kus joon L = ABCA on moodustatud kolmnurga ABC külgedest, 
kus А = (0,0), В = (1,0) ja С = (0,2). '
Lahendus^ Integreerimlstee L on kujutatud joonisel 31’
leus infcegreerimistee L läbimissuund on märgitud nooltega*
Siin on otstarbekohane jagada 
integreerimistee kolme oss* 
vastavalt kolmnurga külgedele. 
Siis aditiivsuse omaduse põh­
jal saame
J = \ + \ * \ *
AB ВС CAФ
Arvutame nüüd iga Integraali eraldi.
Arvutame kõigepealt integraali mööda lõiku AB, mille 
võrrand on у = 0, kus 0 ^ x ^ 1 .  Et lõik AB on risti y-tel­
jega, siis omaduse IV põhjal on
j x dy = 0.
AB
Kasutades nüüd võrdust (21) ja arvutusvalemit (24), saame
(21) ( 0 ( (IV)( о Q T f 2 Ш
) (2>x ♦ y)dx ♦ xdy = у (3x + y)dx «• j xdy =
AB
(24) 1
AB AB
= \ (Зх2 + у)dx = ( 3xcdx = 1. 
AB о
Analoogiliselt mööda lõiku CA, mille võrrand on x=0,
kus 2 > y > 0 ,  saame omaduse IV, võrduse (21) ja arvutusva-
- ' lemi (25) põhjal, et
( 21)
) (3x“ + y)dx +
CA CA
(IV) ( (25) 0
CA 2
Arvutame lõpuks integraali mööda lõiku BC, mille
\ (3x2 + y)dx + xdy  ^ * J) 2 ♦ *■ j) xdy
?
= ) xdy = \ Ody а 0.
-1 7 7 -
23
võrrand on у * -2х ♦ 2, кое 1 > х^  О. Lugedes muutuja х pa­
rameetriks, võime lõigu ВС parameetrilised võrrandid esi­
tada kujul
1 V
Viimase integraali arvutamiseks oleks võinud kasutada ka 
valemeid (24) ja (25).
Kokkuvõttes oleme saanud
J = 1 + 0 - 1 = 0 .
Näide 7» Arvutada joonintegraal
sele vastupidises suunas, kui vaadata x-telje positiivse 
osa poolt kohast, kus x > 2 .
Lahendus^ Joon L on kujutatud joonisel 26. Tema pa­
rameetri li.sed võrrandid on antud näites 3* Kui parameeter
dates liigub joone punkt (x,y,z) kellaosuti liikumisele
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Siis valemite (22) ja (23) põhjal, saame
BC BC BC
о о
=  ^ (Зх2 - 2x ♦ 2)dx + j x(-2)dx =
1
о
1
L
kui joon L on poolsfääri z = \j4 - x2 - y2 ja silindri 
x2 + y2 = 2x lõikejoon, mis läbitakse kellaosuti liikumi-
t kasvab loigus Го,2:я|} siis märgitud kohast x-teljel vaa-
vastupidises suunas* Seega võime võtta
x = (1 ♦ eost) = 2cos2 
у 3 sin t
= 2 sin t € [o,2n]
leust
x =  -sin t, у = cos t, z - cos(t/2).
Seega võine kasutada arvutusvalemeid (26), (27) ja (28) 
Saame
(18) ( 2 / 2 , 2 (26-28)
J ■ ] y d x + j  z d j + J x d i  =
L L L
2л 2 л
= ( sin2t(-sin t)dt + 4  ^ sin^ ^ cos t dt +
о о
271( * t t 
+ \ 4cos 2 C08 ^ dt.
0
Et esimeses ja kolmandas integraalis on sin t ja cos(t/2)
paaritus astmes ja need integraalid on võetud üle lõigu
[o,2jc], siis nad võrduvad nulliga. Seega 
2tc 2tz
J = 4 \ sin2 ^ cos M t  s 2 ( (1 - cos t)cos t dt =
о о
2х 2 к
= -2 j cos2t dt s - j (1 + cos 2t)dt = -2 к .
Л Л
Ülesanded.
Arvutada järgmised teist liiki joonintegraalid mööda 
antud joont AB.
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687*  ^ xy dx, AB: у = sin x, А « (0,0), В = (^ *0)
AB
688, j (x2 - y2)dx, AB: у = x2, А = (0,0), В = (2,4) 
AB
689t j (x2 - y2)dy, AB: x = \fy, А = (0,0), В = (2,4)
AB
690 , \ x dy, AB: 3x ♦ 2y - 6 = 0, А = (2,0), В = (0,3)
AB
( fx = cos t
691* ) у dx, AB:
AB l7 = sin
0<t<:|
( I x = 2 cos t
692. ) x dy, AB: < 0<fc^27t
AB у = sin t,
Arvutada j&rgmised üldised teist liiki joonintegraalid. 
693*  ^x cos у dx - у sin x dy Böoda sirgloiku L punktist
** (0,0) punktini ( jc,2h ).
694. j у dx ♦ sh x dy, kus L on aheljoon у = ch x punktist
L (0,1) punktini (ln 2, 5/4).
695 , j (xy - y2)dx + x dy, kus L on parabooli у = 2X2 kaar
L punktist (0,0) punktini (1,2).
696, j (x2 - 2xy)dx ♦ (y2 - 2xy)dy, AB: у = x2,
AB
А * (-1,1), В = (1,1)
697* j (x2 + y2)dx + (x2 - y2)dy, AB: у = 1 - И - x|,
AB A = (0,0), В = (2,0)
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698. j (2 - y)dx + x dy, ДВ:
AB
A = (0,0), В = (2jc, 0)
699. ) y2dx + x^dy, kus AB on ellipsi i
AB I У = b sin t
ülemina pool, A = (a,0)
700. r Z2 ta_-_^2M  , iB, Iх * c“ ^
; B x5/3 „ ,5/3 j ,  =
A = (1,0), В = (0,1)
Arvutada järgmised teist liiki joonintegraalid mööda 
antud kinnist kõvervt L positiivses suanas, s.o. kellaosu­
ti liikumisel© vastassuunas.
701 * j x dy, kus L on kontaar, mille moodastavad kolmnur- 
■“ ga ABC küljed, kui A =* (0,0), В = (3,0) 3a 0 =
= (0,2)
702, j Cx2 + y2)dx, kus L on ristkülik, mille moodustavad
703,
704,
705 .
L sirged x г 1, x = 5, у = 1 ja у = 3
x = a cos t 
у = b sin t
j у dx - x dy, kus L on ellips 
L
j у dx + x dy, kus L on kontuur, mille moodustavad 
L ringjoone kaar x s a cos t, у = a sin t, kai
0 ^ t  ^ л/2, ja koordinaatteljed
j - xdjr  ^ fccus ^ oa ringjoon x = a cos t,
L + *
у = a sin t
706. j 2x dx - (x + 2y)dy mööda kolmnurga ABC kontuori L, 
L
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kas A = (-1,0), В = (2,0) ja С = (0,2)
707. j ycos x dx ♦ sin x dy »ööde kolmnurga ABC kontuuri 
L L, kus А = (-1,0), В = (2,0) ja С = (0,2)
708.  ^ 2х(у - 1)dx x2dy, kus L on moodustatud joontest 
L У = x2 ja у = 9
709.  ^ (x2 - y2)dx + (x2 + y2)dy, kus L on ellips 
L
710. j г .C%.~ кцз L on ring j oon x2 + y2= a 2 
L x + y
711. j dx - arctan ^ dy, kus L on moodustatud joontest 
L y = x 2 ja y = x
71г. \ - (y dx - x dy), kus L on lemniskaadi
L * + j
2
r s cos 2<p parem pool 
Arvutada järgmised teist liiki ruumilised joonintegraa­
lid.
713»  ^ x d x + y d y + z d z  mööda sirglõiku AB, kus 
AB А * (1,1,1) ja В = (2,3,4)
714, j у dx + z dy + z dz, kus L on murdjoon ABCD ning 
L А = (0,0,0), В = (а,О,О), С = (а,а,О), D = (а,а,а)
715» \ (у2 - z2)dx + 2yz dy - x2dz,
Aß f 2
У * x
AB: J * 0 ^ x ^ 1  
[ z = x 5 , ,
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716, j у dx + z dy + x dz, AB: < 
AB
717. j yz dx + а \|l - У2 dy + xy da, a b * J
AB
X  г  2C0S t
у =  2sin t 0  ^  t  ^ 2jr 
а = t,
X  s  C O S  t
у = sin t
z  *  t / э г ,
718.
kui punktis A joon lõikub tasandiga а = О ja punk­
tis В tasandiga z = 2 
( — ■ J Ф * z Až mööda sirglõiku AB, ais ühen- 
AB Vx2+y2+z2-x-y+2z
dab punkte А = (1,1,1) ja В я (4,4„4)
719» j y2dx ♦ a2dy + x2da, kui joon L on poolsfääri 
L z = \Jsl2 - x2 - y2 ja silindri x2 + y2 = ax lõi­
ke joon, mis läbitakse positiivses suunas, kui vaa­
data x-telje positiivse osa poolt kohast, kus x > a
Greeni valemi abil teisendada järgmised joonintegraa- 
lid kahekordseks integraaliks, kui joon L piirab piirkonda 
D tasandil z = 0.
720, j) (2xy - y)dx x2dy 
L
721, j (1 - x2)ydx + x(1 + y2)dy 
L
722, j (еХУ + 2x cos y)dx + (e*7  - x2 sin y)dy 
L
723* ) 4y s h ^  dx + (2x + sh 2x)dy
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724. \ V*2 + у2 сlx + (асу + In у ♦ arflh ^ )y dy 
L
Greeni valemi abil arvutada järgmised joonintegraalid, 
kui joon L läbitakse positiivses suunas.
725. \ (1 - x2)y dx + (1 + y2)x dy, L« x2 + y2 = a2 
L
726. ( (xy ♦ x + y)dx ♦ (xy + x - y)dy, L: = 1 
L  *  b
727.  ^ (xy x + y)dx + (xy + x - y)dy, L: x2 ♦ y2 = ax 
L
728.  ^ j^dx ♦ (x + y)2dy, kus L on kolmnurga ABC kontuur 
L tippudega А = (a,0), В = (а,а), С = (0,а)
729.  ^х2у dx - ху2 dy, L: х2 + у2 = а2
L
730. ( 2exsJLn2(y/2)dx - (у - sin y)dy, kus L on moodusta- 
L tud kõveratest x = 0, x = тг? у = 0 ja у = sin x
8 4. Integreerimist eest sõltumatud .joonintegraalid 
Tasapinnaline Juhtum. Sidusat tasapinnalist piirkonda 
D nimetatakse ühelisiduaaks. kui piirkonnas D iga kinnise 
joone poolt ümbritsetud piirkond sisaldab ainult D punkte, 
Olgu funktsioonid P * P(x,y) ja Q = Q(x,y) määratud 
iihellsidusas lahtises piirkonnas D. Vaatleme selles piir­
konnas D teist liiki joonintegraal!
J = \ Pdx + Qdy, (31)
AB
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ков otspunktid А,В € D.
Joonintegraal! (31) nimetatakse piirkonnas D Integrea- 
rimieteest sõltumatuks, kui ta sõltub ainult punktide A ja 
В asukohast piirkonnas В ja ei sõltu integreerimisteeks.võe­
tavast joonest AB piirkonnas B. Sel korral kirjutatakse
J = ( Pdx + Qdy.
А
Analoogiliselt defineeritakse ka integreerimisteeet 
sõltumatu ruumiline teist liiki joonintegraal.
Olgu funktsioonid P ja Q ning nende osatuletised Py ja 
QI pidevad piirkonnas B. Siis kehtivad iärgmised teoreemid.
I. Joonintegraal (31) on piirkonnas D integreerimis- 
teest sõltumatu parajasti siis, kui piirkonnas D integraaIi­
al une diferentsiaalavaldis
Pdx + Qdy (32)
on täisdiferentsiaal mingile funktsioonile.
II. Avaldis (32) on piirkonnas D täisdiferentsiaal min­
gile funktsioonile parajasti siis, kui
Fy = ^  <3J)
piirkonnas B.
III. Kui piirkonnas В avaldis (32) on täisdiferentsiaal
mingile funktsioonile U = U(x,y), siis kehtib Newton-Leibni-
zi valem joonintegraalile (3 1)» s.o.
В
( Pdx + Qdy = U(B) - U(A). (34)
A \ —
IV. Piirkonnas В mööda iga kinnist joont L on
24
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 ^ Pdx + Qdy = 0 
L
(35)
parajasti siis, koi integraalialune avaldis (32) on täis- 
diferentsiaal mingile funktsioonile.
Sõnastatud teoreemides on oluline, et osatuletised P^ 
ja Q^ oleksid pidevad piirkonnas D. Vastasel juhuly näit. 
teoreemis IV^ tingimus (35) ei kehti.
Funktsiooni U = U(x.y) määramine tema täisdlferentsi- 
aali järgi. Valemi (34) kasutamiseks on vaja leida funktsi­
oon U, mille täisdiferentsiaal (32) on antud. Seda võib te­
ha kolmel järgmisel viisil.
Meetod I. Kui punktid MQ = (х0»У0) ja M = (x,y) ning
murdjoon MQM^M (vt. joon.32) 
asetsevad piirkonnas D, siis 
funktsioon U, mille täisdi- 
ferentsiaal on (32), on arvu­
tatav valemiga
U(x
( 7  
,y) = ) P(x,yQ)dx Q(x,y)dy + C, (36)
kus С on suvaline konstant.
Kui aga punktid Mo ja M ning murdjoon asetsevad
piirkonnas D, siis
x У
u(x,y) P(x,y)dx Q(x0,y)dy + C. (37)
xo , Уо
Punkt MQ alitakse nii, et eeldused murdjoonte M ЬЦМ
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või kohta oleksid täidetud. Punkti MQ valikuga saab
tihti integraalide (36) ja (37) arvutamist lihtsustada.
Meetod II. Otseselt funktsiooni U leidmiseks ilma val­
mis valemeid (36) ja (37) kasutamata toimitakse järgmiselt. 
Kuna dU — Uxdx + üvdy, siis avaldises (32) on
üx = P.
Seega, lugedes у konstantseks, saame
U(x,y) = (j P(x,y)dx = F(x,y) + a(y), (38)
kus P on funktsiooni P algfunktsioon ja a(y) on integreeri- 
miskonstant, mis võib sõltuda muutujast y. Jääb määrata suu­
rus a(y). Selleks diferentseerime saadud avaldist (38) muu­
tuja У järgi ja arvestame, et avaldises (32) on Q = Uy , 
saame
üy = Fy + a'(y) = Q.
millest avaldame a*(y)» Siis integreerides leiame 
a(y) = [ a'(y)dy + C.
Seega
U(x,y) = F(x,y) +  ^ a'(y)dy + C.
Meetod III. Avaldises dü = Pdx + Qdy on 
UX = P, Uy = Q.
Integreerides esimest võrdust x järgi ja teist у järgi,saa­
me kaks järgmist avaldist funktsioonile ü:
U = ( Pdx + a(y), lugedes у = const,
U = ( Qdy + b(x), lugedes x = const, 
kus a(y) ja b(x) on integreerimiskonstandid. Võtame nüüd 
esimese U avaldise ja lisame temale liikme a(y) asemele tei­
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sest U avaldisest ainult muutujast у sõltuvad liikmed, siis 
saamegi otsitava funktsiooni U. Analoogiliselt, lisades tei­
sele U avaldisele b(x) asemele esimesest U avaldisest ainult 
muutujast x sõltuvad liikmed, saame jällegi otsitava funkt­
siooni U.
Integreerimlsteest sõltumatu tasapinnalise jooninteg- 
raali arvutamine. Sellise joonintegraal! arvutamiseks kasu­
tatakse valemit (54), milleks tuleb eelnevalt leida funkt­
sioon U. Kui funktsiooni ü on võimalik leida valemi (56) või 
(37) järgi, siis arvutustööd saab lihtsustada järgmisel vii­
sil.
Olgu valemis (56) konstant С = и(*0»У0Х» siis
ja seega, võttes А = (*0»У0) ja В а (х,у), võime valemi 
(34) kirjutada kujul
x У
U(x,y) - U(x0,y0) = J P(x,yQ)dx +( Q(x,y)dy
xo y0
(x,y) X У
Analoogiliselt saame valemi (37) abil
(x,y) x У
Pdx + ^dy =
о
Q U 0,y)dy. (40)
Näide 8 . Leida funktsioon U a U(x,y), kui
dU а (Зх2^  + cos x)dx + (2x^y - ^)dy.
¥
Lahenc^jis^ Antud funktsioonide
P = 5x-y2 + cos x, Q*s 2x5y - ~ 
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korral kehtib võrdus (33) kõikjal peale x-telje у ■ О* See­
ga antud avaldis dü on tõepoolest täisdiferentsiaal funkt­
sioonile D piirkonnas D = ((x,y): у £ о}.
Leiame funktsiooni U meetodiga I, näiteks valemi (36) 
abil. Siis peame piirkonna D jaotama kahte ossa: D^, kus 
y>0, ja Г>2, kus y < O f sest kogu piirkonna D ulatuses me ei 
saa murdjoonte kohta eeldusi täita. Piirkonnas saame va­
lemi (36) järgi, kus arvutuste lihtsustamiseks võtame xQa о 
ja У ® fc
У
U(x,y) = J (3x2 + cos x)dx + ( (2x5y - -)dy ♦ СЦ
о »
= x^ sin x ♦ x^y2 - ln |y |- x^ + C^.
Seega piirkonnas on
U(x,y) s x^y2 + sin x - ln у ♦ СЦ.
Piirkonnas Dg saame valemi (36) järgi, võttes xQ * О ja 
У0 = -1, et
U(x,y) = x5y2 + sin x - ln|y|+ C2 .
Näeme, et mõlemas piirkoxmas tuleb üks ja seesama funktsi­
oon U, milles erinevus on vaid konstandis. Võttes mõlemas 
saadud avaldises konstandid võrdseks, oleme saanud U(x,y) 
kogu piirkonnas D:
U(x,y) = x^y2 + sin x - ln|y|+ C, 
kus С on suvaline konstant*
Leiame funktsiooni U veel meetodiga II* Selleks võta­
me
Ux » P = Зх2^  + cos x,
siis
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U =  ^ (Зх2у2 ♦ cos x)dx = x^y2 + sin x + *
Dif erentseerime saadud avaldist у järgi ja võrdus taia-: t; аха­
вшее suurusega Q, saame
2x^v + a'(y) = 2x5y - j,
kust"
a .(7) = -  j .
Seega
a(y) = -ln|y|+ C.
Järelikult oleme saanud sama vastuse
u(x,y) = x^y2 + sin x - lniyj+ C,
kus j А 0 .
Leiame funktsiooni U ka meetodiga III. Siis meil on
ux = 5х2у2 + cos x » uy = 2x5У “ у 
Integreerides esimest avaldist x järgi ja teist у järgi, 
saame
U = x^y2 + sin x + a(y),
U = x V  - ln iy i+ b(x).
Võtame lähteks esimese U avaldise. Paigutame temasse a(y) 
asemele teisest U avaldisest ainult muutujast у sõltuvad 
liikmed, milleks on vaid liige - ln|yj. Seega võib lugeda 
a(y) = — ln у + C, kus С on suvaline konstant. Järelikult 
otsitav funktsioon ü on 1
U = x^y2 + sin x - lnlyi-f C.
Sama tulemuse saame, kui lähtume U teisest avaldisest.
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Ülesanded»
Näidata, millised järgmistest joonintegraalideet on in- 
tegreerimisteest L sõltumatud ja millised on sõltuvad*
731.  ^ (4x + 2y)dx + (2x - 6y)dy 
L
732. 'j (x2 + 2xy - y2)dx + (x2 - 2xy - y2)dy 
L
733* j у dx - x dy 
L
734, (3x2 - 2xy + y2)dx - (x2 - 2xy + 3y2)dy 
L
735* j (3xy - 2y2 + 4y)dx + (2x2 - 3xy + 4x)dy 
L
736. j sh(x + y)dx - ch(x - y)dy 
L
737. ( ( .... - У --- - -— ---------)dx + 2xy dy
) \ Г p p ? ?
L Vi + x2 + у x2 +
Näidata, et iga dif erentseeruva funktsiooni f korral 
järgmised joonintegraalid võrduvad nulliga, kui L on kinni­
ne kõver.
738.  ^ f(x)dx + th у dy 
L
739.  ^ f(xy)(y dx ♦ x dy)
L
740.  ^ x"2f(y/x)(x dy - у dx)
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741, \ [f(x + у) + f(x - у)] (dx + dy)
L
Leida funktsioonid ü = U(x,y) nende täisdiferentsiaa- 
lide dU järgi.
742, dU * (2X5 - xy2)dx + (2У3 - x2y)dy
743, dü = ž A -t.X A
744, du « Iх ♦ S a W  у
(x ♦ y)
745, dü = x dx ♦ у dy _ Z^._- X.4Z
*2
746, dü = (e2y - 5y3ex)dx + (2x e2y - I5y2ex )dy
747, dü = (12x2y + y”2)dx + (4x^ - 2x y“^)dy
748, dü = (2x cos у - y2sin x)dx + (2y cos x - x2siny)dy
749, (1 ♦ x2)2dü = 2x(1 - ey)dx + (1 + x2)eydy
750, (x + y)^ dü = (x2 + 2xy + 5y2)dx + (x2 - 2xy + y2)dy
751, dü = sin(x ♦ y)(dx + dy)
752, dü = e ^  |(1 + xy)dx + x2dyj
753, dü = (sh x + ch y)dx + (x sh у + 1)dy
Leida järgmised integreerimisteest sõltumatud joonin- 
tegraalid.
(2,5)
754, ( у dz + x dy 
(-4,2) i .
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-  755,
756,
0 ,2)
\ 2x y-5 dx - (3x2 - y2) y ~ V  
0,1)
1,2)
( x“2(y dx - x dy)
2,1)
3,0)
757«
758,
759*
Cx4 + 4xy^)dx ♦ (6x2y2 - 5y4 )dy 
)
У4 v2
\ (1 - cos j)dx + (sin j + ^ cos ^)dy
1 . 1 O  1
1 < 
-2,-1
2 ,я)
2,1)
( 2xy dx + x2 dy 
(0,0)
760t Tõestada, et joonintegraal 
С x dy - у dx „ _ -
) - л . = 2,s
L У
kui L on suvaline kinnine kõver, ais ümbritseb punkti (0,0).
761, Arvutada joonintegraal
9Г
2 2 2 üle ringjoone L: x + у = а ,
Ruumiline juhtum. Samasugused tulemused, mis on ees­
pool sõnastatud tasapinnalise joonintegraali (31) kohta, 
kehtivad ka ruumilise joonintegraali korral,
Olgu antud ruumiline piirkond E. Sidusat piirkonda E 
nimetatakse ühelisldusaks, kui piirkonnas E iga kinnise 
pinna poolt ümbritsetud ruumiosa sisaldab ainult Б punkte, 
Olgu funktsioonid P = P(x,y,z), Q = Q(x,y,z) ja R =
25
-1 9 3 -
= R(x,y,z) määratud ühelisidusas lahtises piirkonna* E,
Vaatleme selles piirkonnas E teist liiki joonintegraali
J =  ^ Pdx + Qdy + Rdz, (41)
AB
kas A,B€E. Kui integraal (41) ei sõltu integreerimisteest, 
siis kirjtatakse
В
J = ( Pdx + Qdy ♦ Rdz.
А
Olga funktsioonid P,Q ja R ning nende oeatuletised pi­
devad piirkonnas E. Siis kehtivad järgmised teoreemid*
I'.Joonintegraal (41) on piirkonnas E integreerimisteest 
sõltumatu parajasti siis, kai piirkonnas E integraalialune 
avaldis
Pdx + Qdy + Rdz (42)
on täisdiferentsiaal mingile funktsioonile.
II». Avaldis (42) on piirkonnas E täisdiferentsiaal 
mingile funktsioonile parajasti siis, kui
P J  =  «X- « ,  - V  * *  = P S (*5)
piirkonnas E.
III*. Kui piirkonnas E avaldis (42) on täisdiferentsi­
aal mingile funktsioonile U = U(x,y,z)* siis kehtib Newton-
Leibnizi valem joonintegraalile (41), s*o.
В
( Pdx + Qdy + Rdz = U(B) - Ü(A). (4^)
А
IV’. Piirkonnas E mööda iga kinnist joont L on
j Pdx + Qdy + Rdz = 0 (45)
L
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parejäeti siis, kui integraalialune ayaldis (42) on täiedi- 
ferentsiaal mingile funktsioonile.
Funktsiooni U = U(s.y.z) määramine tema täisdiferent- 
elaall järgi. Valemi (44) kasutamiseks on vaja leida funkt­
sioon ü, mille täisdiferentsiaal (42) on antud. Funktsioon 
U leitakse analoogiliste meetoditega nagu tasapinnalisel
meetod. Kui punktid
Me = (l0»y0»z0) 3a M = 
= (x,y,z) ning murdjoon
MoM1M2M (vt. joon. 33). 
asetsevad piirkonnas E, 
siis funktsioon U, mille 
täisdiferentsiaal on 
(42),on arvutatav vale­
miga 
У
♦ ^  Q(x,y,z0)dy + 
yo
(46) 
“o
Punkt M0 = (x0»y0z0) valitakse ka siin nii, et eeldu­
sed murd joone M . M ^ M  kohta oleksid täidetud ja integraali­
de (46) arvutamine oleks võimalikult lihtsam. Analoogilised 
valemid saame, kui teised joonisel 33 olevad murdjooned 
asetsevad piirkonnas E.
Ruumiliee integreerimisteest sõltumatu .loonintegraall 
arvutaAine. Sellise joonintegraali arvutamiseks kasutatakse 
valemit (44), milleks tuleb eelnevalt leida funktsioon U.
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juhul. Neist lihtsaim on järgmine
Joon.33
1
U(x,y,z) = j P(x,y0,z0)dx
Xo
z
+ ( R(x,y,z)dz.
Kui funktsioon U on võimalik leida valemi (46) järgi, siis 
analoogiliselt nagu tasapinnalisel juhul saame arvutamiseks
valemi , v
(x,y,z)
Rdz =( Pdx + Qdy +
(хо’Уо»2о)X у z
=  ^ P(x,y0,zQ)dx + I Q(x,y,z0)dy +  ^ R(x,y,z)dz. (47)
ул znо о о
Näide 9 « Leida funktsioon U, kui tema täisdiferent­
siaal on
dU = xzdy + xjdz - yzdxt
(x - yz)
Lahendus^ Leiame funktsiooni U = U(x,y,z) meetodis III 
antud võttega. Meil on
P = — ™  g. Q = -  xz- - g ,  R = ■ ™  5.
(x - yz)2 (x - yz)2 (x - yz)2
Integreerides neid funktsioone vastavalt x,y ja z järgi,saa- 
me funktsiooni U jaoks kolm avaldist
° * a(7,Z) = * a (7 , l ) ’
D + b(*’ °  =
Д ^ ( Л ^ ) 2 * °(Х,У) • ^  * С(Х’У)'
kus a(y,z), b(x,z) ja c(x,y) on integreerimiskonstandid. 
Võtame, näiteks, esimese avaldise U ja paigutame sinna kons- 
tandi a(y,z) asemele ülejäänud kahest U avaldisest ainult 
muutujate t у ia z sõltuvad liikmed. Kuna selliseid liik­
meid ei Oie, biis olemegi saanud
kus С on suvaline konstant.
Funktsioonile U võib anda ka teise kuju järgmise tei­
sendusega
kus D = С - 1 on suvaline konstant. Viimase võime ka kohe 
saada, kui lähteks võtame teise või kolmanda avaldise U 
jaoks.
Ülesanded.
Näidata, millised järgmistest joonintegraalidest L on 
integreerimisteest sõltumatud ja millised on sõltuvad.
762. ( ln(x ♦ y)dx + arcsinz dy + ex+ydz
763. \ z cos у dx - z x sin у dy + x(1 + cos y)dz
Leida funktsioonid U = U(x,y,z) nende täisdiferentsi- 
aalide dU järgi.
764. ( 22 dx + 2z \fx dy + 2y VjT dz 
L Vx-
x dx t у dy t z dz
767. du = J z dx
1 + x у z
-1 9 7 -
768. dü = И-Jž rJEž ^  - .KT dg
(x - yz)2
769. dü = g dx - 3z da - (x - ЗУ — z3 )dz
z
Leida järgmised integreerimisteest sõltumatud joenin-
tegraalid.
(2.3.4)
770. ( x di 4 у 4y + г 4*
(1 ,1 ,1 )
(2,1,3)
771. ( x i x - y  dy t i l l  
(1 ,-1 ,2)
(2,3,-4)
772. ( x dx + у dy - ds
(1/1,1)
.. (3,2,1)
773* Л у* йх + ха dy + xy dzc 
<1,2,5)
774, ( . y* dx + xz dy ♦ xy dz 
0.2.3)
'<0,3,4)
775. f x fls + у .fly f g dz
(-1,2.2) V x 2 * » 2 * * 2
(7.2.J)
776: ( ZS-fe-r: *z 4ZgT-JSIJL?
(0/1 ,2) ( x - y z )
(3.1.5) *
777« ( + 3Z_“ |  + ^  dz
(0 ,0 ,1 ) “ z
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§ 5« Teist liitel .1 ocnintegraalide rakendused 
Tasaste pindade pindala arvufceaine. Olgu xy—tasandil 
asetseva piirkonna D rajajoon L ositi sile (vt. joon. 34).
Siis nagu nähtub Greeni 
valemist^ võib piirkonna d 
pindala Sjj arvutada järg­
miste valemite abil (joon 
L läbitakse positiivses 
suunas):
> x
Joon.34
%  * j x 
L
SD = - \ У
(48)
(49)
Valemite (48) ja (49) kokkuliitmisel saame praktiliselt ka­
sutamiseks enam sobiva valemi
= \  *) x dy - у dx. (50)
Viimast valemit (50) sageli süs&oolselt esitatakse kujul
sd -  И  d i -  (5/|)
Kui joon AB on antud parameetriliste võrranditega kujul 
Jx = x(t)
У * tx,
siis valem (5^) teisendub kujule
1 (P _2x_ dt. (52)
Töö arvutamine. Liikugu masspunkt massiga m piki joont
-1 9 9 -
AB punktist A punktini В jõu 
t  = (P,Q,R)
toimel, kus
P = P(x,y,z), Q = Q(x,y,z), R = R(x,y,z) 
on pidevad funktsioonid joonel AB. Siis jõul^ poolt tehtud 
kogu töö V on arvutatav valemiga
W = m  ^ Pdx + Qdy + Rdz. (53)
AB
Kui jõud F on määratud mingi piirkonna E igao punktis 
ja integraalis (53) integraalialune avaldis on täisdiferen- 
siaal funktsioonile U = U(x,y,z), siis valemi (44) põhjal 
jõu poolt tehtud töö
W = m[u(B) - U(A)] , (54)
s.t. tehtud töö W ei sõltu vaadeldaval juhul masspunkti 
liikumisteest AB, vaid sõltub ainult masspunkti algasuko- 
hast A ja lõppasukohast B.
Näide 10. Leida xy-tasandil asetseva kujundi pindala 
S, kui see kujund on piiratud joonega
X? - J  = x2 ♦ J2
ja koordinaattelgedega.
Lahendus^. Leiame joone parameetrilised võrrandid. Sel­
leks võtame у = tx, siis
x^ + t^x^ = x2 + t2x2, 
kust saame (vt. joon. 35)
г* = ^ 4  
j 1 + t5
v 1 + X/
[O,oo).
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Joon.35
Pindala arvutamiseks kasutame valemit (52), sest
y/x = t, kus 0 4 t<oö. Seega
°ci + t2rS = 1 at . J  A l i s 2 £ i % j  
г i ( T T ? ?  (t3=u) 5 )0 Õ T W 77
-1 r°°i + ža2^  + ц4/3
* 5 ) тттеттг-
.  -I
’ S £ (1 + u)2
du =
du =
1
= ü
|в(^» + 2B(1,'1) .+ B(|, ^)j -
= j [b (1,1) + B(jf f)] =
_ 1 г Г ( 1 )  Г(1)  + Г  ( У З )  Г (5/511 _
" з L г(2) Г(2) J
= J [1 ♦ rCV3)*f * ГС2/3)] =
^  f i ü Ä T J T  ) - у <1 ♦ ^  - 
= 1 + 4Tl 
7 9 VJ *
Näide '11. Olgu xy—tasandil igas punktis M(x,y) jõud F
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suunatud punkti 0 = (0,0) poole ja tema suurus olgu 1/r, 
kus г on punkti M kaugus punktist 0. Leida jõu F poolt teh­
tud töö W, mis kulub punkti M nihutamiseks mööda joont
(x = x(t) r ,
AB i \ t €  cx , ß.
V  = y ( t ) ,  L ' J
punktist A, kus t =ot, kuni punktini B, kus t = ß.
i
Lahendus« Punkti M kaugus punktist 0 on
r = \/x2 + y2.
Leiame jõu = (P,Q) 
koordinaadid P ja Q. Saa­
me (vt. joon. 36)
I = cosc* =
- X
= sin oC = ,
s. t .
kust
p — ^ о — У P - — —n, Q ---—n
Г г
* = (“ ps* ~г г
Valemi (53) Järgi on (loeme m = 1)
У
* = j  - 7
AB r
dx — —ж dy•
r
Arvutades viimase integraali arvutusvalemite (22) ja (23) 
järgi, saame
» =  -(P ♦ дЩдШ at ,
l  i (t) ♦ y*(t)
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*  1 2 A = - ■jln r = -ln г
* '<* o(
Tähistame rA = d(0,A) ja rß = d(0,B), siis
W = ln(rA/rB).
Seega antud juhul töö sõltub ainult punktide A ja В asu­
kohast ning ei sõltu liikumistee AB valikust. See tuleb sel­
lest, et integraalialune avaldis on täisdiferentsiaal funkt­
sioonile
1
ü = -ln г = -
V x 2 * ?
mille võime leida eelmises paragrahvis antud meetoditega. 
Seega vaadeldava ülesande lahendamisel oleks võinud kasuta­
da ka valemit (54), mis kohe annab
W = -ln r^ - (-ln r.) = 1п(гд/гп).
Ülesanded.
Leida järgmiste tasandiliste kujundite pindalad, mis 
on piiratud antud kõveratega.
778! Ellipsiga x = a cos t, у = b sin t, t £  [o ,2tc]
779« Astroidiga x = a cos^t, у = b sin^t, t£j^0,27tj
780. Kardioidiga x = a(2cos t - cos 2t), у = a(2sint-sin2t)
2 2 ~
781. Kõveratega у = x ja x = у
782. Kõveratega у = x2, 8xy = 1 ja x = y2, kus 2x^1 
783? Parabooliga (x + y)2 = ax ja x-teljega, a > 0
784. Joone (x + y)^ = 2xy silmusega
785. Joone (x + y)4 = 3x2y silmusega
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786* Joone ( \[x +\/y)"12 = 9xy silmusega
787Г Bernoulli lemniskaadiga (x2 + y^)2 = 2a2(x2 - y2)
7881 Leida nelinurga ABCD pindala, kui A = (6,1), В = 
= (4,5), С = (1,6) ja D = (-1,1).
V
789» Olgu xy-tasandil määratud jõud F suunatud igas 
punktis M = (x,y) punkti О = (0,0) poole ja tema suurus F 
olgu võrdne punkti M kaugusega punktist 0. Leida jõu ?  poolt 
tehtud töö W, mis on kulunud ühikmassiga punkti nihutamiseks
p
mööda parabooli у = 8x kaart punktist (2,4) kuni punktini
(4, 4\|2).
790« Konstantse suurusega F jõud on xy-tasandi igas 
punktis x-telje suunaline. Leida selle jõu poolt tehtud töö
W, mis kulub ühikmassiga punkti nihutamiseks mööda ringjoont
p o p
x + у = a negatiivses suunas punktist (0,a) kuni punktini 
(a,0).
791» Jõud F on suunatud xy-tasandi igas punktis U = 
= (x,y) punkti 0 = (0,0) poole ja tema suurus on võrdne 
punkti M kaugusega punktist 0. Leida jõu poolt tehtud töö 
W, mis kulub punkti, mille mass on m, ümberpaigutamiseks 
punktist A punkti B.
792. Igas xy-tasandi punktis mõjub jõud ]?, mille pro­
jektsioonid koordinaattelgedele on
P = xy, Q = x + y.
Leida jõu F poolt tehtud töö W punkti, mille mass on m, nih­
kumisel punktist 0 = (0,0) punkti В = (1,1):
a) mööda sirget у = x;
p
b) mööda parabooli у = x ;
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c) mööda murdjoont OAB, kus OA on paralleelne x-telje- 
ga ja AB paralleelne y-teljegaj
d) mööda murdjoont OAB, kus OA on paralleelne y-telje— 
ga ja AB on paralleelne x-teljega.
— p
793. Leida jõu F = (2xy, x ) poolt tehtud töö W punkti 
(massigam) nihkumisel punktist А = (1,0) punkti B(0,3),veen­
dudes eelnevalt, et selle jõu poolt tehtud töö sõltub ainult 
punktide A ja В asukohast ja ei sõltu tee kujust.
794. Jõud, mille suurus igas punktis M = (x,y,z) on 
pöördvõrdeline selle punkti M kaugusega xy-tasandist, on 
suunatud punkti 0 = (0,0) poole. Leida selle jõu poolt teh­
tud töö punkti (massiga m) nihkumisel mööda sirget x = at, 
у = bt, z = ct punktist А = (a,b,c) punkti В = (2a,2b,2c).
795. Näidata, et väljas, mille igas punktis M(x,y,z) 
mõjub jõud F = (2xy + y2sin x -r z, x2 - 2ycos x, 1 +x+z2sinz) 
materiaalse punkti nihkumisel jõu poolt tehtud töö ei sõl­
tu punkti liikumisteest.
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IV. PIND INTEGRAA LID 
§ Л . Esiaest liiki pindintegraalid 
Olgu antud sile või siledatest tükkidest koosnev pind 
(vt. Joon. 37 ). Pinnal Z  olgu aääratud kolme muu­
tuja funktsioon
f(P) = f(x,y,z). 
Jaotame pinna Z suva­
liselt n osaks Z ^  osi­
ti siledate joonte abil. 
Saadud pinna osad 
on aõõtuvad ja nend* 
pindalad olgu S^. Igal 
pinna osal võtame vabalt punkti P^ ja moodustame surn-
ЩЯ
n
a * 2  
i=1
Pin n a osade suurima diameetri tähistame Л abil.
Arvu J nimetatakse funktsiooni f esimest liiki pindin­
tegraaliks (ehk pindintegraaliks pindala järgi) mööda pinda 
Z Ja kirjutatakse
\
- И
f(x,y,z)dS, * (1)
kui iga arvu £ > 0  korral leidub arv £ > 0 ,  et
IJ - cr I <  £ , kui ^ ‘C  S 1 
sõltumata pinna Z  jaotamisviisist osadeks Z ^ ja punk-
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tide Р±£ Z i valikust.
Kui eksisteerib pindintegraal (1), siis öeldakse ka, 
et funktsioon f on integreeruv pinnal <L .
Kui pind £ asetseb xy-tasandil, siis pindintegraal 
(1) kujutab endast tavalist kahekordset integraali. Sama
on ka siis, kui pind asetseb yz- või zx-tasandil.
Esimest liiki pindintegraalil on samad omadused, mis 
on kahekordsel integraalil, s.t. pindintegraal (1) on adi- 
tiivne, lineaarne jne.
Esimest liiki pindintegraali arvutamine. Kui pind £ 
on sile ja funktsioon f on pidev sellal pinnal 2. , siis 
pindintegraal (1) eksisteerib ja tema arvutamiseks võib ka­
sutada järgmisi valemeid, mis taandavad pindintegraal! (1) 
arvutamise teatava kahekordse integraali arvutamisele.
1) Kui pind £. on antud parameetriliste võrranditega
siis
kus (vt. lk. 99)
'e = x2 + y2 + z2 u Ü u
2 2 2 {& = x; + yv + zv
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2) Kui pind H  on antud ilmutatud võrrandiga 
z = z(x,y), (x,y)€D,
siis
^f(x,y,z)dS = j^f [x,y,z(x,y)] \/l + z2 + г2 dxdy. (3)
Z D
Valemis (3) piirkond D kujutab endast sisuliselt pinna Z 
projektsiooni xy-tasandile.
3) Kui pind Z  on antud ilmutamata kujul võrrandiga 
F(x,y,z) = О, siis kasutame vastavat ilmutamata funktsioo­
ni olemasolu teoreemi (vt. Matemaatilise analüüsi prakti­
kum III, vihik I, Tartu, 1974, lk. 112, Teoreem 2). Kui 
selle teoreemi tingimused on täidetud, siis saame avaldada 
pinna võrrandi ilmutatud kujul
mit (3). Sel korral võib pinna võrrandi esitada ka para­
meetrilisel kujul ja kasutada arvutusvalemit (2).
Valemitele (2) ja (3) analoogilised valemid saame ka, 
kui pind Z on antud ilmutatud võrranditega x = x(y,z) 
või у = y(z,x).
Esimest liiki pindintegraali rakendused. Esimest lii­
ki pindintegraali abil võib arvutada pinna pindala ja ma-
-^
teriaalsete pindade masse, inertsimomente ning raskuskesk- 
mete koordinaate.
1) Sileda pinna U  pindala S on arvutatav valemiga
Arvutusvalemite (2) ja (3) abil teisendub see valem (4)
z = z(x,y),
leida tema osatuletised z ja z ning kasutada arvutusvale-
^ У
S (4)
Z
-2 0 8 -
*
ees-vastavalt valemiteks (2 1) ja (22), mis juba olid meil 
pool II peatükis.
2) Olgu materiaalsel pinnal Г pindtihedus määratud 
funktsiooniga 9 = ^(x,y, z) pinna igas punktis (x,y,z). 
Siis pinna £  mass ny on arvutatav valemiga
m * 9 (X,y,z)dS. _ (5)
21 Z
3) Materiaalse pinna Z  inertsimomendid koordinaat- 
telgede suhtes on arvutatavad valemitega
x - ,, (y2 + z2) p(x,y,z)dS
I
J (X2 + z2) 9(x,y,z)dS ( 6)
J, = \\ (x2 + У2) 9 (x,y,z)dS,
Z
kus p =  ^(x,y,z) on pinna Z pindtihedus.
4) Materiaalse pinna Z raskuskeskme (xc,yc,zc) koor­
dinaadid on arvutatavad valemitega
XC = i ^  dS
Z
yC = 7 dS
£
zc = i )5  z <?<х »У»г> dS»
Z
kus m = m^ arvutatakse valemiga (5) ja ^ = у (x,y,z) on 
pinna Z  pindtihedus.
Näide 1 . Arvutada esimest liiki pindintegraal
J = ^  x dS i
T
P ? 2 2 
kus Z  on sfääri x + У + z = -a osa esimeses oktandis.
2 7
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Lahenduu3_. Kasutame arvutusvalemit (3) mille kohaselt
J = ^  x \/l + z2 + z2 dxdy,
D
kus D on pinna T. projektsioon xy-tasandile. Leiame osatu- 
letised z% ja zy . Et pind H  on antud ilmutamata kujul, 
siis diferentseerides tema võrrandit x ja у järgi, saame 
2x + 2zzx =0, 2y + 2zzy = 0,
kust
zx = -x/z, zy = -y/z.
Järelikult
V 1 + zx + zy = 7^7 V х2 + J2 + z2 =
а _ а
Izl z
kus absoluutväärtuse jätsime ära, sest-pind Ц asub esi­
meses oktandis.
Seega
J = а I dxdy.
D
Viimase integraali arvutamiseks lähme üle polaarkoordinaa-
2 2 ? 
tidele. Saame z = а - r ja
Tt/2 а
J = a j a* $ £-S2S-g  rär =
О о
тс/2 а £ a 2
= а ( cosCpdCp ( — p====r = а ( - £jL. - .
; ' i \ 2 2 ) \Г% 2о о Va - г о Va - r
2 2 2 Tehes muutuja vahetuse r = au, saame 2rdr = a du ja
J = a j ^ _ , . гаи_ . £  j ц1/г(1 _ u)- v a du . 
o Va2 -  а ц 2 о
*3
г^; = Т
Vaadeldud muutuja vahetuse asemel võib teha ka 
г = asinu, siis
asenduse
% / 2  
, = .  (
2 2a sin u a cos u du .3 ----------- - —  = a
тс/2
а?
- "2
о
тс/2
I
Va2 - a2sin2u 
(1 - cos 2u)du =
sin u du =
at a"
Räide 2. Arvutada esimest liiki pindintegraal 
J = h“ndS,
£
p 2 2 2 
kus 2- on sfäär x + у + z = a , h = h(x,y,z) on sfääri
punkti (x,y,z) kaugus punktist (0,0,c), c > a  ja n on suva­
line arv.
Lahendus_. Leiame funktsiooni h, saame 
h2 = (x - 0)2 -f (у - 0)2 + (z - c)2 = a2 ♦ c2 - 2cz. 
Integraali J arvutamiseks kasutame arvutusvalemit (2). See­
pärast esitame pinna Z  võrrandi parameetrilisel kujul 
minnes üle sfäärilistele koordinaatidele, saame 
x = a sin 0 cos <P
J у = a sin 9 sin<P 
lz = a cos 0
9 £[он] .
Фб[о,27Г ),
Siis
9 Д. 2
EG - F = a sin 0 
h2 = а2 с2 - 2ас cos 0
-2 1 1 -
ЙГ It р
J = ( dcp ( - _ a ^ ö d e _ --- «
^ J (а + с - 2ac cos 0
2я: а 2 J- dCa^ + c2 - 2ac cosQ )
. * « ” \ (a* Л 2 - 2ac cos 9 ) ^ ‘
0
Kui n = 2, siis c > a  tõttu on
7t
J = ln (a2 + c2 - 2ac cos0 )
о
2 2
■jta т_ а + с ♦ 2ac 2 3 t a n_ c + a= ——— ln —*5---- T------  = ----  ln ----- •
а + с - 2ac с с - а
Kui aga п/ 2, siis c > a  tõttu on ^
J =  ^ (a2 + c2 - 2ac cos 0 )'1'"ri/2 =
= с^ Л о ' [(г + a ) 2 ’n  - <c * a)2"“] *
= c(f.*;) t(c ■ a)2~n ■ (o + a)2'n] =
2 тс а Г 1 1______ 1
' 0(n - 2-> L(c - a)"'2 " ( o f  a)n-2)-
Näide 3. Leida pinna 21 mass, kui X  on hüperboolse
paraboloid! z = xy see osa, mille lõikab välja silinder
2 2 2x + у = а , ja pindtihedus о igas punktis on pöördvõr­
deline selle punkti kaugusega z-teljest.
Lahendus^ Vaadeldaval juhul
к
y> = j i (x,y,z)
V ? T ? ’
kus к on võrdetegur. Valemi (5) põhjal on
» - * и -т^=-
г [> V F T 7 2
Saadud piüdintegraali arvutamiseks kasutame valemit (3)«
-2 1 2 -
Selleks arvutame
zx = У» zy = x, 1 + z2 + z2 = 1 + y2 + x2.
Siis valemi (3) järgi
D Vx2 + y2
dxdy,
kus D on piima Z  projektsioon xy-tasandil. Nüüd, minnes
üle polaarkoordinaatidel« ja tähistades b = arsha, saame
2 jt а г л” a j------
m = к ( dcp ( Г| rdr = 2"TCk( Vi + r2 dr =
Z  I  I  Г )0 (r=shu)
b b 
= 2Ttk^ ch2u du = тс к  ^ (1 + ch2u)du = тгк(Ь + ^ sh 2b) =
= *k(b + shb chb) = 3rk[ln(a + \f\ + a2) ♦ a \A + a2j = 
= itkj^ a \/l + a2 + ln(a ♦ \А + a2)] .
Ülesanded.
Arvutada järgmised esimest liiki pindintegraalid.
796.  ^j (6x + 4-y + 3z)dS, kus Z on tasandi
osa, mis asetseb esimeses oktandis
797» j) j) (6x + 4-y + 3z)dS, kus £  on tasandi x + 2y +
£  /
+ 3z = 6 osä; mis asetseb esimeses oktandis
798. И xyzdS, kus Z  on tasandi x + у + z = 1 osa,
mis asetseb^esimeses oktandis
799» ^ydS, kus Z  on poolsfäär z = \/a2 - x2 - y£
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. \\ V T  - x2 - у2 dS. leus 21. on ühiksfääri x2 + y2+800
2 Z  + z = 1  ülemine pool
801. ^  (1 + x)dS, kus Z  on sfääri x2 + y2 ♦ zc =
Z
osa, mis asetseb esimeses oktandis
802 • \\ x2y2dS, kus Z  on sfääri x2 + y2 + z2 = a2 
ülemine pool
803* (y ♦ z + V * 2 - x2)dS, kus Z  on silindri
2 2 ^ 2x + y =  a osa, mis asetseb tasandite z = 0 Ja z = а/л 
vabel
804. ^  ~  , kus Z  on hüperboolse paraboloidi z =
2_. о 2 2 
= xy osa, mille eraldab silinder x + у = a ,  Ja h on pin­
na И punkti kaugus z-teljest _______
805. (x2 ♦ y2)dS, kus Z  on keha Vx2 ♦ y2^ z ^ 1
У
rajapind
806. (x2y2 ♦ x2z2 + y2z2)dS, kus Z  on pind, mil­
le eraldab^ioonusest z = V x 2 ♦ y2 silinder x2 ♦ y2 = 2x
2 2 2 2 
808. Sfääri x + у + z = a osa, mis asetseb silind-
Leida järgmiste pindade pindalad
2
807. Koonuse z = 2xy osa, mis asetseb esimeses oktan­
dis tasandite x = 2 ja у = 4 vahel
 
ri x2 + y2 = ax sees
2 2
809. Silindri x + у = ax osa, mis asetseb sfääris
2 2 2 2 x + у + z = а
2 2 2
8Ю. Silindri у + z = a osa, mis asetseb silindri
2 2 2 x + у = a sees
Leida järgmiste materiaalsete pindade mass.
811. Kuubi O^x^.1, 0 < y ^ 1 ,  O ^ zj^I pind, mille pind­
i l  4-
tihedas punktis M(x,y,z) on võrdne xyz
812. Poolsfäär raadiusega a, mille pindtihedus igas 
punktis on võrdne selle punkti kaugusega raadiusest, Mis on 
risti poolsfääri alusega
813. Silindri x2 + y2 = a 2 osa, mis asetseb tasandite 
z = О 3a z = с vahel, kai pindtihedus igas punktis on 
pöördvõrdeline selle punkti kaaguse ruuduga koordinaatide 
alguspunktist
Leida järgmiste materiaalsete pindade inertsimomendid 
märgitud suunas.
2 2 2
814. Koonuse x + y  = z osa, kus 0 < z < 1 ;  aplikaat- 
telje suhtes
2 2 2 2815. Sfäär x + у + z = а ; diameetri suhtes
2 2
816. Paraboloid! x + у = 2az osa, kus 0 < z < a ;  ap- 
likaattelje suhtes
Leida järgmiste materiaalsete pindade raskuskeskmed.
2 2 2 2817. Homogeense sfääri x + y  + z = a osa, kus
x > 0, y > 0, z> 0
818. Homogeense sfääri x2 + y2 + z2 = a2 segment, kus 
b < z < a
2 2
819« Homogeense paraboloid! у + z = 1Qx osa, mis on 
eraldatud tasandiga x = Ю
820. Homogeense helikoidi x = u cos v, у = u sin v, 
z = av osa, kus 0 < u < b ,  0<v<7C
8211 Poolsfäär z = Va2 - x2 - y2, mille pindtihedus 
igas punktis on võrdne selle punkti kaugusega raadiusest, 
mis on risti poolsfääri alusega
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822. Poolsfäär z = V a2 - x2 - у2, mille pindtihedus 
igas punktis on võrdne selle punkti kauguse ruuduga raadiu­
sest, mis on risti poolsfääri alusega
§ 2. Teist liiki pindintegraalid 
Siledat pinda nimetatakse kahe küljega ehk kahepool­
seks pinnaks, kui pinna normaali nihutamisel pinnal mis ta­
hes kontuuri mööda ta suund lähtepunkti tagasinõudmisel 
jääb endiseks. Kui aga leidub kinnine kontuur, mille läbi­
misel normaal omandab vastupidise suuna, siis seda pinda 
nimetatakse ühe küljega ehk ühepoolseks pinnaks.
Sile pind Z, mille määravad parameetrilised võrran­
did
x = x(u,v)
^y = y(u,v) (u,v)£ Z\,
[z = z( U, V ),
on alati kahe küljega pind. Seejuures selle pinna Z külge, 
mille määrab pinna normaal
li = (cosoC , cos(3 , eos y),
kus
cos а =
\/a 2 ♦ b 2 ♦ c 2
cos а - —  (8)
V42 + в2 + c2
сcos у = — -------------
Va2 ♦ в2 ♦ c2
3»
A a yu *v , B =
zu zv
. c =
xu * v
ztt zv xu *V yu 7 V
(9 )
nimetatakse pinna positiivseks küljeks« Pinna Z teist kül­
ge nimetatakse siis pinna negatiivseks küljeks.
Erijuhul, kui pind Z  on antud võrrandiga
2 = z(x,y), (x,y)£ D, 
siis tema positiivseks küljeks on pinna ülemine külg ja ne­
gatiivseks küljeks tema alumine külg.
Olgu antud sile või siledatest tükkidest koosnev kahe 
küljega pind Z . Valime sel pinnal Z ühe külje, märki­
des selle pinna nor­
maali if abil (vt. 
joon. 38). Projek- 
teerime pinna Z xy- 
tasandile. Saadud 
projektsiooni pind­
ala puhul arvestame 
märki järgmisel vii­
sil. Seal,kus pinna 
normaal "n moodustab 
teravnurga z-teljega, võtame projektsiooni pindala + mar­
giga, s.o. positiivsena, ja seal, kus normaal n moodustab 
z—teljega nürinurga, võtame projektsiooni pindala - mar­
giga, s.o. negatiivsena.
Olgu pinnal X määratud kolme muutuja funktsioon 
f(P) = f(x,y,z).
-2 1 7 -
28
Jaotame pinna Z suvalisel viisil n osaks ositi sile­
date joonte abil ja igal osal võtame vabalt punkti P ^  Z 
ning moodustame summa
JLL
СГ = Z  f(Pi)S*.l 
i=1 1 1
kus on pinna osade projektsioonide pindalad xy-
tasandil, mis on varustatud märgiga + või - ülalpool antud
viisil. Pinna osade Z. suurima diameetri tähistame A abil.
l
Arvu J nimetatakse funktsiooni f teist liiki plndinteg- 
raaliks (ehk pindintegraaliks pinna projektsioonide järgi 
xy-tasandile) mööda pinna 21 valitud külge ja kirjutatakse
^ f(x,y,z)dxdy, (10)
kui iga arvu £ > 0  korral leidub arv <§>0, et 
|j - öl < e ,  kui Л <  cT, 
sõltumata pinna £  jaotamisviisist osadeks ja punk­
tide P^  ^£. valikust.
Võttes pinna osade ^  projektsioonid yz- ja zx-ta- 
sandile, me võime samal viisil defineerida veel kaks teist 
liiki pindintegraali
jjjj f(x,y,z)dydz (11)
y[
d* “
^  f(x,y,z)dzdx. (12)
Z
Olgu pinnal Z määratud kolm funktsiooni P=P(x,y,z), 
Q=Q(x,ytz) ja R=R(x,ytz) ning eksisteerigu integraalid
) jp(x,y, z)dxdy, ^Q(x,y,z)dydz, (^R(x,y,z)dzdx. (13)
Z  5Г z
Pindintegraalide (13) summat nimetatakse üldiseks teist
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liiki plndintegraaliks ja märgitakse sümboliga
\ \ Pdxdy + Qdydz + Rdzdx. (14)
Г
Sel korral suurust
Pdxdy + Qdydz + Rdzdx 
nimetatakse intcftraalialuseks avaldiseks.
Teist liiki pindintegraalidel on samad omadused, mis 
on kahekordsel integraalil, s.t. teist liiki pindintegraalid 
on aditiivsed, lineaarsed jne.
Kui pind 21 on risti xy-tasandiga, siis integraali(10) 
definitsiooni kohaselt on
x,y,z)dxdy = 0.
Samasugune omadus оп^ка integraalidel (11) ja (12).
Teist liiki pindintegraali arvutamine. Kui kahepoolne 
pind Z  on sile ja funktsioon f on pidev sellel pinnal Z  t 
siis pindintegraalid (Ю), (11) ja (12) eksisteerivad ja 
nende arvutamiseks võib kasutada järgmisi valemeid, mia taan­
davad nende pindintegraalide arvutamise teatavate kahekord­
sete integraalide arvutamisele.
1) Olgu pind Z  antud võrrandiga 
z = z(x,y), (x,y)<E D , 
siis pindintegraal (10) arvutatakse valemiga
\ \ f(x,y,z)dxdy = ± f jx,y,z(x,y)] dxdy, (1$)
L  D
kus paremal integraali ees voetakse märk +, kui integreeri­
miseks on valitud pinna Z  positiivne, s.o. ülemine külg, 
ja märk - , kui integreerimiseks on valitud pinna Z  nega-
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tiivne, s.o. alumine külg.
Samasugused valemid kehtivad ka pindintegraalide (11) 
Ja (12) arvutamiseks. Kui pind 5Г on antud võrrandiga 
x = x(y,z), (y, z)€ D,
siis
z)dydz = +jjjf[x(y,z),y,z] dydz , (16)
Г D
ja kui pind 57 on antud võrrandiga
У = y(z,x), (z,x)£ D,
siis
(x,y,z)dzdx = + [x,y(z,x),z] dzdx. (17) 
X  D
Valemites (16) ja (17) paremal integraalide ees võetakse
märk +, kui integreerimiseks on valitud pinna positiivne 
külg, ja märk - , kui integreerimiseks on valitud pinna ne­
gatiivne külg.
2) Olgu pind 21 antud parameetriliste võrranditega 
fx = x(u,v)
<y = y(u,v) (u,v)e A f
\z = z(u,v),
siis
^  f(x,y,z)dxdy = ± ^  f [x(u,v),y(u,v),z(u,v)j С dudv, (18)
\ j f(x,y,z)dydz = ± ^  f fx(u,v),y(u,v),z(u,v)] A dudv, (19)
f  ^
) ) f (x,y,z)dzdx = +jjf[x(u,v),y(u,v),z(u,v)]B dudv, (20) 
Z  А
kus A,B да С on antud võrdustega (9). Valemites (18),(19)
ja (20) paremal integraalide ees tuleb võtta märk +, kui
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integreerimiseks on valitud pinna Z  positiivne külg, ja 
■ärk — f kui integreerimiseks on valitud pinna Л. negatiiv­
ne külg.
3) Teist liiki pindintegraal! arvutamist võib taandada 
esimest liiki pindintegraal! arvutamisele järgmise seose 
abil:
^  Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =
(Pcoso< + Qcosß + Reos ^)dS, (21)
Г
kus n = (coso( , cos^ , c o s y )  on integreerimiseks v valitud 
pinna külje normaal.
4) Kui pind H  on antud ilmutamata kujul võrrandiga 
F(x,y,z) = 0, siis toimime analoogiliselt nagu esimest lii­
ki pindintegraal! korral.
Näide 4 . Arvutada pindintegraal
J = ^  x2y2 zdxdy,
£
_ P 2 2 2
kus 1. on kera x + y  + z = a alumise poole positiivne
külg.
Lahendus. Kasutame arvutusvalemit (15)» Selleks aval­
dame pinna 2 1 võrrandi ilmutatud kujul, saame 
z = -\/a2 - x2 - y2 .
Integreerida tuleb mööda selle pinna ülemist külge. Seepä­
rast arvutusvalemis (15) tuleb paremal integraali ees võt—
2 2 2
ta märk +. Piirkonnaks D on ring x + у ^  а . Seega
j = ^  x2y2 (- \/a2 - x2 - y2)dxdy.
D
Viimase kahekordse integraali arvutamiseks lähme üle
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polaarkoordinaatidele. Saame 
2 тс a
J = -  ^ dcp (j r2cos2 cp r2sin2 qp \/a2 - r2 r dr =
о о
= - 2f  ^ sin22cp d<p { r3 V a 2 - r2 dr.
Teeme muutuja vahetuse r = asin t v aiie 
2Tt 7Г/2
J = - ^  1 ~ С0В4Ф, ^ a^sin^t a Icostl acostdt =
о
Tl/ 2
= g  2 n a^  ^ (1 - cos2t)2cos2t dcost =
о
? X/2
= ^   ^ (cos2t - 2cos^t ♦ cos^t)dcost =
j ° 3 */2
- a y c o s ^ t  2 , 1 -rta7i.\ I= — “2£— Q^— ^ ^  oos t + у cos tj =
я а? ,1 2 . 2 jt а?
------ZT (5 “ 5 + 7} = ‘ “W  *
Näide 5 « Arvutada integraal
J = j \ yzdxdy + xzdydz + xydzdx,
Г
mööda keha pinna väliskülge, kui keha asetseb esimeses
2 2 2
oktandis ja on piiratud silindriga x + у = a ning tasan­
ditega x = О, у = 0 z = .0 ja z = h.
Lahendus^ Pind Z  on kujutatud joonisel 39- Jaota­
me p inna Л osadeks I,II,III,IV ja V järgmisel viisil:
I on tasandi z = h osa,
II on tasandi у = 0 osa,
III on tasandi z = 0 osa,
-222-
IV on tasandi x = О osa,
V on silindri x2 + у2 = a2 osa.
Arvutame integraali J mööda pinna 2Г iga osa eraldi.
Mööda osa I on z = h, kust dz = 0. Seepärast integraa­
lis J jääb ainult esimene lii­
detav ja me saame kasutada 
arvutusvalemit 0 5 )  märgiga +, 
sest integreerida tuleb mööda 
osa I ülemist külge. Seega
Joon.39
T/2 а
J,, = j \ yzdxdy = yh dxdy = h ( ( r2sinq> dr =
I 0 5 )  III о о
= \  a3h .
Integraal J mööda pinna osasid II, III ja IV on ilm­
selt võrdne nulliga, sest nendel pinna osadel on integraa­
lialune avaldis võrdne nulliga.
Jääb veel arvutada integraal J mööda pinna osa V. Sel­
lel pinna osal on esimene liidetav võrdne nulliga, sest pin­
na osa V on risti xy-tasandiga. Seepärast
J_ = \\ xzdydz + xydzdx'.
V
Arvutame integraali kummagi osa eraldi. Arvutusvalemi (16) 
põhjal
а _______ _ h
\ j xzdydz = + ^  V « 2 - У2 zdydz =  ^ \/a2 - y2 dy \ zdz =
V IV o o
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%  h2a2 ( cos2tdt=
о (y=asint) '0
Tt/2
= J  a2h2 ( (1 + cos2t)dt = g7ra2h2 .
Arvutusvalemi (17) põhjal
= - \  h  * \ J J T j  d(e2 . ,2) , 1 a3h .
О
Seega
J5 = Jit a2h2 ♦ ja3h.
Järelikult,arvestades teist liiki pindintegraal! adi- 
tiivsust, saame vastuseks
J = Зл ♦ J5 = j  a5h  ♦ J ^ a 2h2 + j  a5h  =
= ^  а2Ь(1ба + Зтс h ) .
Näide 6 . Leida integraal
T _ (( dydz dzdx dxdy 
) ) X у z
mööda ellipsoidi
väliskülge.
Lahendus_. Selle integraali J arvutamiseks lähme üle 
esimest liiki pindintegraalile valemi (21) abil. Saame
kus cosot , cos /э ja cos ^ on ellipsoid! välisnormaali suuna- 
koosinused. Nende arvutamiseks võib kasutada valemeid (8)* 
Kuna aga ellipsoid on antud võrrandiga ilmutamata kujul, 
siis tema normaali suunakoosinuste leidmiseks on otstarbeko­
hane Kasutada normaali võrrandit sel kujul antud pinna jaoks 
(vt. Matemaatilise analüüsi praktikum III, vihik 1« Tartu, 
1974, pt. III, § 1). Selleks tähistame
F(x,y,z) = ^2 + + Žjy - 1, 
a b с
siis, arvestades, et pinna normaal
n = (Ех ,Ру,Рг) ,
заате
c o s c  - i ,  соs p  СОЗ y =
kus F = 2x/a2 , F = 2y/b2 , F = 2z/c2 ja
Seega
■II dS,
27 ,n
kus
1 1 1  
k = 12 + ^  + 72*a b c
Võttes valemis (21) funktsioonid P = Q = 0 ja
к = 2k
Inlcos y*
29
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näeme, et
Eespool juba saime, et
ii| cos = F z = 2z/c2 ,
siis lõplikult
J = kc2
I
Sellega integraali J arvutamine taandus lihtsama teist lii­
ki pindintegraali arvutamisele.
Viimase integraali arvutamiseks kasutame arvutusvale­
mit (15)» Et integreerida tuleb ellipsoidi kogu välispinda 
Z  mööda, siis peame valemis (15) märki arvestama järgmi­
sel viisil. Ellipsoidi ülemist poolt mööda integreerides 
tuleb valemis (15) paremal integraali ees võtta märk + ja 
alumist poolt mööda integreerides aga märk - . Et aga in­
tegreerimisel mööda alumist ellipsoidi poolt ka z muudab 
märki, siis integraal mööda ellipsoidi alumist poolt süm­
meetria tõttu langeb kokku integraaliga mööda ellipsoidi 
ülemist poolt. Järelikult
vutamiseks lähme üle elliptilistele polaarkoordinaatidele
/
2 2 2 2
kus D on piirkond x /а + у /b <J1. Viimase integraali ar-
['x = arcos 9
saame
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27C 1
J = 2kcab ( с.ф ( — I ■ =
о о S \А - г2
= 4т: abc к = 4 *  abc (-1 + -1 + -Д).
аг Ъ с
Antud integraali J võib arvutada ka vahetult, arvesta-
t
des, et ta on pindintegraalide
г Z  I
summa. Arvutades integraali eespool antud viisil, saame
T 4 *  ab
J *“ л •
5 с
Sümmeetria tõttu, siis
47rca T 4Ttbcu ^  T
' 2 ---- T  * J/l ~ ä~
Seega
J = 4* (Ц + Sf + 2|) = 4* abc(— + -J + -J).
Ülesanded.
Arvutada järgmised teist liiki pindintegraalid.
82J,  ^jj x2y2 zdxdy, kus Z  on sfääri x2 + y2 ♦ z2 = 1
ülemise poole negatiivne külg.
824. j) j) z2dxdy, kus Y. on ellipsoidi x2 + y2 + 2z2=
X
= 2 väline külg. ^
(( о тг- x2 v z
825. \ ) z dxdy, kus ^  on ellipsoidi + ' ;? +-=2 = 1 
'У a b c
sisemine külg.
826. j ^  x 2 + y2 dxdy, kus Z  on ringi x2 + y2 ^ a 2 
Z
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alumine külg.
827. \\ xdydz + ydzdx + zdxdy, kus Z  on tasandite-
£
ga x = О, у = 0, z = 0, x  = 1, у = 1 ja z = 1 piiratud kuu­
bi positiivne külg
828. \ \ xdydz + ydzdx + zdxdy, kus 2- on sfääri
E
2 2 2 2 
x + у + z = a väline külg
829. \\ xzdxdy + xydydz + yzdzdx, kus Z  on tasandi-
27
tega x = О, у = 0, z = О ja x + у + z : 1 moodustatud pü­
ramiidi väline külg
830. 2dxdy + ydzdx - x^zdydz, kus T  on ellipsoi-
H
P 2 P
di 4x + у + 4z = 4- osa väline külg, mis asetseb esime­
ses oktandis
831. \\ y^zdxdy + xzdydz + x^ydxdz, kus X  on pinna 
Z
väline külg, mis asetseb esimeses oktandis ja on moodusta-
2 2 2 2 
tud pöördparaboloidi z = x + у , silindri x + у = 1
ja koordinaattasanditest
§ 3. Ostrogjradskl-Gaussi ja Stokes'i valemid 
Olgu funktsioonid
P = P(x,y,z), Q = Q(x,y,z), R = R(x,y,z) 
määratud tõkestatud ruumilises piirkonnas E, mille raja- 
pind on £  .
1. Ostrosradskl-Gaussi valem. Olgu piirkond E kinni­
ne ja tema rajapind Z  ositi sile. Kui funktsioonid P, Q 
ja R ning nende osatuletised Px , Q ja R^ on pidevad piir-
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Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = ^  ^  (Px + О + R z)dxdydz, (22) 
Z E
kus pindintegraal on võetud mööda pinna X  väliskülge.
Valemit (22) nimetatakse Ostrogradskl-Gaussi valemi k-a. 
Ta seob suvalise teist liiki pindintegraali mööda kinnist 
pinda Z teatava kolmekordse integraaliga.
Ostrogradski-Gaussi valemit kasutatakse pindintegraa- 
lide arvutamisel kolmekordse integraali abil ning mitmesu­
guste kujundite ruumalade arvutamisel.
Kui funktsioonid P, Q ja R täidavad piirkonnas E 
tingimust
♦ «у ♦ Rz 1 1 ‘ 
siis piirkonna E ruumala Vg on arvutatav valemiga
VE = W  Pdydz + Qdzdx ♦ Rdxdy. (24)
JT
Viimasest valemist (23) erijuhuna saame järgmised valemid:
konnas E, siis kehtib valem
VE - N
z/ /
xdydz t (25)
VE - z/ /
y dzdx, (26)
VE ■ J
• г
zdxdy^ (27)
VE 1 ^ xdydz + ydzdx + zdxdy. (28)
2. Stokes1 j valem. Olgu lõplik kanepoolne pind £  osi­
ti sile ja tema rajajoon L ka ositi sile. Kui funktsioonid 
P, Q ja R ning nende esimesed osatuletised on pidevad raja­
joonel L, siis kehtib valem
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 ^ Pdx ♦ Qdy + Rdz =
(29)
- И (Ry “ Q z)dydz + (p z - Rx )dzdx + (Q^ . - Py )dxdy,
E
kus joonintegraal on võetud mööda joont L positiivses suu­
nas pinna Z  külje suhtes, mida mööda integreeritakse.
.Valemit (29) nimetatakse Stokes*! valemiks. Ta seob 
teist liiki joonintegraali mööda kinnist joont L teatava 
teist liiki pindintegraaliga.
Valemi (21) põhjal võib Stokes'i valemi kirjutada süm­
boolselt ka kujul
COSoi cosf> cosy-
'2- 2 L  2L
|ox Эу 'S z
P Q R
d S . (30)
Stokes'i valemit kasutatakse joonintegraalide arvutami­
sel pindintegraali abil.
Ülesanded.
832. Teisendada kolmekordseks integraaliks pindinteg-
raal
^  x 2dydz + y2dzdx + z2dxdy,
Г
mis on võetud mööda kinnise sileda pinna Z  väliskülge.
‘833? Teisendada kolmekordseks integraaliks pindinteg-
raal
^)\fc2 + y2 + z2 (cos-* + cos/?> + cosy-)dS,
ü
mis on võetud mööda kinnist siledat pinda 21.
834* Leida pindintegraal
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jj) |jxcosc< + ycos/3 + zcos^-J dSf
Г
mööda mingi lõpliku keha E siledat pinda Z , kui E ruum­
ala on V.
Arvutada Ostrogradski-Gaussi valemi (22) abil 
järgmised pindintegraalid.
835. \\ 4x3dydz + 4y^dzdx - 6z^dxdy
I
mööda keha E välispinda Z, kui E on piiratud pindadega
2 2 2 x + y = a , z  = O j a z = h  •
836. И (у + z)dydz + (z - x)dzdx + xydxdy
L
mööda kinnise sileda pinna Z  väliskülge
837. jj) u^dydz + Uydzdx + uzdxdy .
I
mööda kinnist siledat pinda Z  teades, et funktsioon u ra­
huldab Laplace'i võrrandit Ли = 0, kus a u  = u ^  + 
+ Uyy + uzz on Laplace*i operaator
838. \\ Uydydz + uxdzdx + (x + y)dxdy
Z  '
mööda kinnist siledat pinda X  teades, et funktsiooni и 
teised osatuletised on pidevad ja ta rahuldab võrrandit
V s 0
839* Arvutada ülesandes 833 antud integraal, kui 1-
2 2 2 2 
on sfääri x + у + z = a välispind.
840. Arvutada näites 5 antud pindintegraal Ostrograds­
ki-Gaussi valemi abil.
841. Arvutada ülesandes 827 antud pindintegraal Ostro­
gradski-Gaussi valemi abil.
842. Arvutada ülesandes 828 antud pindintegraal Ost< 
rogradski-Gaussi valemi abil.
843. Arvutada ellipsoidi
ruumala valemi (27) abil.
8441 Leida keha E ruumala, kui E on piiratud pindadega 
z = c, z = -c ja
'x = acosu cosv + bsinu sinv 
< у = acosu sinv - bsinu cosv 
z = csinu.4
845. Leida keha E ruumala, kui E on piiratud pindadega 
x = 0, z = 0 ja
ix = usinv 
= usinv 
[z = - U  + 3 C O S V ,
kus u ^ O .
846. Tõestada, et pinnaga X  piiratud keha E ruumala 
V-g on arvutatav valemiga
VE = J  ^  ( x c o s c *  + ycosß + zcos^-)dS.
847* Olgu koonus piiratud sileda koonilise pinnaga 
F(x,y,z) = 0 ja tasandiga A x  + B y  + Cz + D = 0. Tõestada, 
et koonuse ruumala on
V = j  Sh,
kus S on koonuse põhja pindala ja h on tema kõrgus.
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848. Teisendada Stokes'i valemi (29) abil jooninteg­
raal
jj (y2 + z2 )dx + (x2 + z2 )dy + (x2 + y2 )dz,
L
mis võetud mööda kinnist kontuuri L, pindintegraaliks 
mööda mingit pinda , mille rajajooneks on L.
Arvutada Stokes'i valemi (29) abil järgmised joon­
integraalid.
849*  ^ x 2dx + y^dy + chzdz,
L
kus L on kinnine kontuur
850.  ^ x2y^dx + y2dy + zdz,
L
p p 2
kus L on ringjoon x + y  = a , z = 0, võttes pinnaks 2.
/ о 2 2
poolsfääri z = V »  - x - у ja integreerides mööda pin­
na Г ülemist külge
851*. j exdx + z(x2 + y2 )5/2dy + yz5dz,
L ________
kus L on pindade z = V  x 2 + y2 » x = 0 .  x = 2 ,  y = 0 ,  y = 1
lõikejoon, mis läbitakse suunas Õl, kus 0 = (0,0,0) ja
А = (0,1,1)
852. )(y + z)dx ♦ (z ♦ x)dy + (x + y)dz,
L
2 2 2 2 
kus L on ringjoon x + у + z = a , x  + y +  z = 0
853. j) (2x + y)dx - 2ydy + zdz,
L
kui L koosneb kolmnurga ABC külgedest, kus А = (0,-1,0),
В = (0,2,0) ja С = (2,0,0), võttes pinnaks Z  Kolmnurga 
ABC
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30
854. j) 8y V o  - x2 - z2 )3 dx + xy^dy + coszdz,
L
kus L on ellipsoid! 4x2 + y2 + 4z2 = 4 lõikejoon ACBA 
koordinaattasanditega esimeses oktandis, kus A = (1,0,0), 
В = (0,2,0) ja С = (0,0,1)
855» j) (У ~ z)dx + (z - x)dy ♦ (x - y)dz,
L
2 2
кus L on ellips x + y  = 1, x + z = 1
856.  ^ xdx + (x + y)dy + (x + у + z)dz, kus L on kõ-
rx = a sint
у = a cos t 0 < t - ^ 2 x .
z = a(sint + cost),
( 2 2 2 2 2 2 
857» \ У z dx * x z dy + x у dz, к us L on kinnine kõ­
ver L
(x = a cost
у = a cos2t
Lz = a cos^t,
mis läbitakse muutuja t kasvamise suunas
858. Millistel tingimustel kehtib võrdus
 ^ Pdx + Qdy + Rdz = 0 
L
iga kinnise kõvera L korral?
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V. VÄLJATEOORIA ELEMENDID 
§ 1• Skalaarväli. vektorväli ja gradient
Skalaarväl.jaks u = u(P) nimetatakse tasapinnalist või 
ruumilist piirkonda E, kui selle piirkonna igas punktis P 
on määratud üks reaalarv u(P).
Skalaarväli u defineeritakse xy-tasandil kahe muutuja 
funktsiooni u = u(x,y) abil ja ruumis kolme muutuja funkt­
siooni u = u(xfy,z) abil. Esimesel juhul skalaarvälja ni­
metatakse tasapinnaliseks ja teisel juhul ruumiliseks.
Funktsiooni u nimetatakse väl.jafunktsiooniks. Kui 
funktsioon u on diferentseeruv, siis skalaarvälja u nime­
tatakse diferentseerivaks.
Tasapinnalises skalaarväljas u = u(x,y) jooni u(x,y)= 
= C, kus С = const, nimetatakse nivoojoonteks. Ruumilises 
skalaarvä_jas u = u(x,yfz) pindu u(x,y,z) = С nimetatakse 
nivoopindadeks. Nivoojoone või -pinna punktides on seega 
väljafunktsiooni u väärtused võrdsed.
Ruumilises skalaarväljas u iga punkti P Q läbib ainult 
üks nivoopind u(x,y,z) = C t kus С = u(PQ );seejuures nivoo- 
pinnad omavahel ei lõiku. Sama kehtib ka nivoojoonte kor­
ral.
Diferentseeruvas skalaarväljas u vektorit
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nimetatakse skalaarvälja u gradiendiks punktis P = (x,y,z). 
Vektori (1) tähistamiseks kasutatakse ka sümboolset vek­
torit
V =  (^x» ^ 1 * "Ši*9
mida nimetatakse nablaks. Vektori V  abil kirjutatakse
grad u = V  u.
Vektor grad u on nivoojoone või nivoopinna normaal. 
Funktsiooni
u = a(x,y,z)
Laplace'i operaatorit
Лц = “юс ♦ v  +
võib kirjutada vektori V  abil kujul
zA u = V  * V u .
Vektorväljaks A nimetatakse tasapinnalist või ruumi­
list piirkonda E, kui selle piirkonna igas punktis P on 
määratud üks vektor A(P).
Vektorväli A defineeritakse xy-tasandil vektorfunkt­
siooni
X  = (Ax , Ay)
abil ja ruumis vektorfunktsiooni
А = U x , Ay , A z)
abil, kus
Ax = AX (P), Ay = iy(P), = AZ(P)
on piirkonnas E määratud funktsioonid. Esimesel juhul vek­
torväl ja nimetatakse tasapinnaliseks ja teisel juhul ruu­
miliseks. Kui vektorfunktsioon A on diferentseeruv, siis
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vektorvälja A nimetatakse diferentseeruvate.
Diferentseeruv skalaarväli u tekitab piirkonnasE vek­
torvälja grad u, mida nimetatakse u gradiendi väljaks.
Vektorväljas A jooni, mille igas punktis puutuja siht 
langeb ühte vektori A sihiga selles punktis nimetatakse 
vektorjoonteks.
Vektorjooned on diferentsiaalvõrrandite süsteemi
Leida järgmistes skalaarväljades nivoojooned või ni- 
voopinnad, mis läbivad punkti P Q , ja määrata gradient sel­
les punktis P Q .
859. u в x + у, P 0 = (1,0)
860. u = x  + у, P 0 = (1 »-1)
861. u = x2 + y2 , P Q = (1,2)
862. u = x 2 + y2 , P0 = (0,-1)
863. u = 2y/x2 , P 0 = (-2,2)
864. u = 2y/x2 , P Q = (-1,0)
865. u = x 2 + y2 - z2 , P 0 = (1,1,1)
866. u = 4z arctan P Q = (1.1,1)
P0 = (9,12,28)
lahendid
Ülesanded
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868. Leida grad u ja tema pikkus, kui
u = V x 2 + y2 + z2 .
869. Skalaarväljas u = x2 ♦ y2 - z2 leida gradu sel­
lel nivoo pinnal, mis läbib punkti (0,0,0).
8 7 0 . Millistes punktides Igrad uj = 1 ,  kui u=ln(1/r), 
kus г = Vfc “ a )2 + (y - b)2 ♦ (z - c)2 ?
871. Näidata, et funktsioon u = ln(x2 + y2 + z2) ra­
huldab seost u ♦ 2 lnl V u l  = ln 4.
8 7 2 . Leida skalaarvälja u gradiendi väli, kui
1
2 2 2 2 
kus r = x + y + z .
873. Olgu u = z2 + ln(x + 1/y). Leida punktid, kus 
grad u = (1,-16/9,0).
874. Olgu u = (x2 + y2 )5/2 + y '5 z , Leida punktid, 
milles u gradiendi pikkus on 3*
Leida vektorjooned järgmistes vektorväljades A.
875. Ä* = (x,y,2z) 1
876. А = (y,x, z)
•
0
-
(NOO Г = (xz, yz, -xy)
878. А = (—x 2 , xy - 2z“, xz)
879. А = (у + X. + Z, X  -r y)
Tõestada järgmised valemid, kus С = const ning f,u 
ja v on diferentseeruvad funktsioonid.
880. grad(u + C) = grad u
881. grad С u = С grad u
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882. grad(u + v) = grad ц + grad v
883. grad uv = v grad u + u grad v
8§4. grad £  = v j y a d  u - u ftrad v  ^ kufl v /Ь 0
v
885 • grad f ( u) = f * ( u) grad u
886. Olgu x,y ja z diferentseeruvad parameetri t 
funktsioonid. Tõestada, et iga diferentseeruva funktsiooni 
f korral kehtib võrdus
df(x,y,z) = gradf.dr, 
kus vektor ?  = (x,y,z).
887. Olgu z = z(u,v), u = u(x,y) ja у г v(x,y) dife­
rentseeruvad funktsioonid. Näidata, et
grad z = zugrad u + zygrad v.
888. Näidata, et funktsiooni u = xy sin z + zy sin x 
korral kehtib võrdus V u  = - V A u .
889. Tõestada valem
A(u,v) = u A v  ♦ v A u  + 2 V  u-Vv, 
kus u ja v on kaks korda diferentseeruvad funktsioonid.
§ 2. Tuletis antud suunas.
Olgu piirkonnas E antud funktsioon 
u = u(P)
ning telg 1, mis läbib punkti P Q ja mille suund on määra­
tud ühikvektoriga
"m = (cosot t cosß , cos ).
Võtame teljel 1 punkti P = (x,y,z), mis asetseb punktist
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Pp kaugusel A l  vektoriga m määratud suunas* 
Piirväärtust'
ffв- i i .  u(p) - u(p°)P-* P. Д1 (2)
nimetatakse funktsiooni u tuletiseks suunas 1 punktis P Q . 
Tuletis (2) iseloomustab funktsiooni u muutumise kii­
rust telje 1 suunas. Kui 
u on väljafunktsiooniks, 
siis tuletist (2) nime­
tatakse skalaarvälja ц 
tuletiseks suunas 1 punk­
tis Рл.о
Kui funktsioon u on 
diferentseeruv punktis P, 
siis tuletis (2) eksisteerib punktis P igas suunas 1 ja 
on arvutatav valemiga
cos* + cosß + ž cos f . (3)
Erijuhul, kui 1 tähendab x-, y- või z-telge, siis tu­
letis (2) ühtib vastavalt funktsiooni u osatuletistega u^,
«У Õa V
Funktsiooni u tuletis suunas l'on maksimaalne ja võr­
dub grad u pikkusega, kui telg 1 langeb ühte grad u suuna­
ga.
Ülesanded.
Leida järgmiste funktsioonide u tuletised antud ühik- 
vektori m suunas punktis PQ .
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Leida järgmiste funktsioonide u tuletised antud vekto­
ri t suunas punktis P Q .
PQ = (3,4) koordinaattasandi esimese veerandi nurgapoolita- 
ja suunas ja punkti P Q raadiusvektori suunas.
895» Leida funktsiooni u = xyz tuletis punktis pQ = 
= (1 ,-2,2) selle punkti raadiusvektori suunas.
897. Leida skalaarvälja u = u(x,y,z) tuletis välja 
v = v(x,y,z) gradiendi suunas.
898. Millises suunas funktsioon u = x sin z - у cos z 
punktis (0,0,0) muutub kõige kiiremini.
899. Millises suunas peab liikuma punkt P=(x,y,z,), 
läbides punkti P Q = (-1,1,-'!), et funktsioon
kasvaks maksimaalse kiirusega?
893. u = xy + yz + 1, к = (12,-3,-4), P0 = (0,-2,—1)
894. Leida funktsiooni u = \I777 tuletised punktis
896*. Leida punktid, milles funktsiooni u=ex (x-y^+3y)
*
tuletis igas suunas on null.
§ 3. Vektori voog Ja divergents 
Olgu ruumilises piirkonnas E määratud vektorväli
A(P) = (AX (P), Ay (P), Аг(Р)).
-241-
31
Asetsegu selles vektorväljas ositi sile kaheküljega pind X.
. I
Olgu pinna T üks külg määratud ühiknormaaliga 
Ž  = (cos«: t cosp t c o e ^ ) *
Vektori A vooks läbi pinna Z  antud suunas n nimetatak­
se pindintegraal!
W = (А ^ с о б л  + Ay с 08(3 + A ^ o s ^ O d S .  ( 4 )
Kui pind Z  on ositi sile ja funktsioonid А , A ningx у
A z on pidevad pinnal Z  , siis vektori A voog (4) eksis­
teerib.
Tähistatakse
t
An = Axcoso< +■ AyC0S(3 + A„cos ■£- = X»n,
mille tõttu voo avaldise (4) võib esitada kujul
w r = \\ AndS = A.n dS. (5)
I  Z
Olgu Z  rajapinnaks piirkonnale E ja normaal n määra­
ku pinna Z  väliskülge.
- A.
Piirväärtust
Wy
div А = lim ^  * (6)
E-* P *в
nimetatakse vektori A divergentsiks punktis P.
Kui vektori 1  koordinaadid А , A ja A ja nende osa-x у z
tuletised on pidevad funktsioonid piirkonnas E, siis diver­
gente (6) eksisteerib ja kehtib valem
cl A Ö A  O A  
dlv A = ~  * if' * • (7)
Valemit (7) kasutatakse div A arvutamiseks. Kasuta­
des Hamiltoni ciimboolset vektorit nabla, võime valemi (7)
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div T  = V - T .  (8)
Kui sile pind L. on keha E rajapind ja pidevalt dife- 
rentseeruva vektori A voog on võetud pinna E välisnormaali 
n suunas, siis Ostrogradski-Gaussi valemi võime kirju­
tada kujul
^ A n dS = ^jj div X  dxdydz. (9)
S  E
Valemi (9) põhjal vektori A voog läbi piirkonna S raja- 
pinna Z  tema välisnormaali n suunas on võrdne vektori A 
divergentsi integraaliga üle piirkonna E.
Välja A, mille igas punktis on div X = 0, nimetatakse 
solenoidaalseks ehk solenoidväl.jaks. Valemist (9) on näha, 
et solenoidväljas vektori A voog läbi iga kinnise pinna on 
võrdne nulliga. Seepärast solenoidvälja nimetatakse ka al­
lika vabaks väljaks.
Vektorväli X  tekitab piirkonnas E skalaarvälja divA.
Ülesanded.
Leida järgmiste vektorite A divergentsid.
900. X  = (x,y,z)
901. X  = (x + у + z)"2/5(.'l,'l,1;
902. X  = exy C-x, y, xyz)
Leida järgmiste vektorite X divergentsid antud punk­
tis P 0 .
903. A* = (xy2 ,x2y,z5 ), F 0 =
904. X  = (x2 + y2 ♦ z2 )"V 2 (x,y,z), P Q = (-1,2,-2)
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kirjutada kujul
Näidata, et Järgmised vektorväljad on solenoidväljad.
905. A = eX y (y,-x,xy)
906. X  = yz(4x,-y,-z)
907. A = r ( C X r ) ,  kus С on konstantne vektor ning ? = 
= (x,y,z) Ja r = Irl
Tõestada järgmised valemid, kus X ja В on diferentsee­
ruvad vektorid, С on konstantne vektor, u Ja v on diferent­
seeruvad funktsioonid ning r = (x,y,z) ja r = Г?|.
908. div(A + B) = div А ♦ div В
909. div(u C) = C * V u
910. div(uA) = X V a  + u div X
91 1 . div V m  = A a
912. div(uVu) = uAu ♦ |Vu|2
913. div( u V v )  = u A v  ♦ V u » V v
914. Tõestada, et 2div (rxA) = div B, kui r=(x,y,z),
I  = (y,z,x) ja В = ( x ^ y ^ . z 2 ).
915» Leida vektori X = (x,y,z) voog koordinaatide al­
guspunkti poolt läbi tasandi x ♦ у + z = 1 osa, mis aset­
seb esimeses oktandis.
9^6. Leida vektori А = (xy, у +■ z, x + 2z) voog koor­
dinaatide alguspunkti poolt läbi tasandi 2x + у + z = 2 
^ \ 
osa, mis asetseb esimeses oktandis.
— О 2 2
917« Leida vektori А = (x,y,z) voog keha x + у
0 ^ z  ^ h  seest.
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918. Leida vektori Г = (yz,xz,xy) voog läbi silindri 
2 2 2
X  * У = a » 0 < z < h  külgpinna tema välisnormaali suunas*
919» Leida vektori X  = (x,y,z) voog läbi koonuse
2 2 2
x + у = z , O ^ z ^ h  külgpinna tema välisnormaali suunas* 
920. Leida vektori А = (x,y,z) voog keha x2 + y2 4 z 2 , 
O ^ z ^ h  sisse.
921* Leida vektori А = (x,y,z) voog läbi pinna z = 
- 1  - \ £ ?  ♦ 7 2 * O^.z^.1 tema välisnormaali suunas.
922. Leida vektori А = ~т/\т\^ , kus У = (x,y,z), voog 
kinnise pinna Z  seest, mis ümbritseb punkti (0,0,0).
923. Leida vektori ~A = (x, -y2 , x 2+z2-1) 700g ellip~*
soidi
2 2 2 
c2
seest*
924. Leida vektori А = (x^.y^jZ3 ) voog koonilise ke-
2 2 2 
ha x + y <^  z , O i ^ z ^ h  seest.
§ 4. Vektori tslrkulatsioon ja rootor 
Olgu ruumilises piirkonnas E määratud vektorväli
A = (Ax» A y* A z)f 
kus Ax = AX (P), Ay = Ay (P) ja A z = A Z(P) on piirkonnas E 
pidevalt diferentseeruvad funktsioonid. Ositi sile joon 
L asetsegu piirkonnas E.
J oonintegraali
ALds = j) Axdx + Aydy + A zdz (10)
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nimetatakse vektori A lineaarseks integraaliks mööda joont 
L. Kui joon L on kinnine, siis integraali (10) nimetatakse 
vektori A tsirkulatsioonlks mööda joont L.
Vektorit
Ъкл Ü !  ч  i i s
9 7
nimetatakse vektori A rootoriks«
Sümboolselt võime kirjutada valemid
rot А = (— 5 - -5^ ,  -yj- - - -gy) 01)
rot А = V  X  А =
A A A  
X у z
( 12)
kus i, j ja к on vastavalt x-, у- ja z-telje üMkvektorid.
Valemit (12) kasutatakse rot A* leidmiseks.
—к —> 
Vektorväli A tekitab piirkonnas E vektorvälja rot A.
Vektorvälja A, mille igas punktis on rot А = 0, nime­
tatakse keerisevabaks väljaks.
Vektorvälja A nimetatakse potensiaalseks. kui leidub 
diferentseeruv funktsioon u, et
А = grad u.
Sel korral funktsiooni u nimetatakse vektorvälja A potent­
siaaliks.
Selleks, et vektorväli A üheli sidusas piirkonnas E 
oleks potentsiaalne on tarvilik ja piisav, et ta oleks
keerisevaba a.o.
(13)
Vektorvälja A potentsiaal u määratakse võrrandist 
du = Axdx + Aydy ♦ A zdz»
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Kui joon L on pinna Z  rajajooneks, siis Stokes'i 
valemi võime kirjutada kujul
( Ajds = jj) r o t X * n  dS, (15)
L £
kus n- = (coso< , coS|3 , сову- ) on pinna Z  selle külje 
iihlknormaal, mille suhtes joon L integreerimisel läbitak­
se positiivses suunas. Valem (15) avaldab vektori X tf„irku- 
latsiooni vektori A rootori kaudu*
ülesanded«
Leida järgmiste vektorite A rootorid.
925. А = (x, -z2 , y2 )
926. X  = (yz,xz,xy)
927. X  = (x2 , -z cos2x, у s i n ^ )
928. А = (xyz, x ♦ у + z, -x2y2 )
Leida järgmiste vektorite X rootorid märgitud punktis
V
929. X = (xz, -y2, xy), P Q = (0,1 ,2)
9 3 0 .  X = (x2 , 2 c o s 2 x , у sin2x) = ( 0 , 1 , 2 )
Tõestada järgmised valemid, kus A ja В on diferentsee­
ruvad vektorid, С on konstantne vektor, u on diferentsee- 
ruv funktsioon, Л ja ja on konstandid ning г = (x,y,z) 
ja r = Г?|.
931. rot( Л X + fj.B) = \ rot А + fx rot В
932. rot(uC) = gradu x G
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933» rot(uA) = u r o t X  + grad u x 2
934. div( A X B )  = rot X*"2 - A-rot В
935» r rot[u(r)(f] = u * (г) ? x  С
Näidata, et järgmised vektorväljad X on keerieevabad. 
936. X = (x,y,z)
937» А = grad u, kus funktsiooni u osatuletised on dife­
rentseeruvad.
938. Näidata, et iga diferentseeruva vektori A korral 
vektorväli rot X  on solenoidaalne.
Näidata, et järgmised vektorväljad A on potentsiaalsed 
ja leida nende potentsiaalid u.
939. А = (x,y,z)
940. X = (yz, zx, xy)
941. л г (y + z,x + z,x + y)
942. Tõestada, et kui vektorväli X on potentsiaalne 
ja solenoidaalne, siis div gradu » 0  ja et sel korral välja 
potentsiaal u rahuldab Laplace'i võrrandit
Да 3 о.
Leida järgmiste vektorite A tsirkulatsioon mööda an­
tud kontuuri L, kus a s const.
943. А з (0,x,0), L * x  з acos t, у = a sin t, z = О
944. X з (x2 y3 ,1,z), L : x 2 у2 3 a2 , z = О
9^5« X  з (x - 2, x+y, -2z), L on kolmnurga ABC kontuur 
tippudega А я (1,0,0), В = (0,1,0) ja С * (0*0,1)
946. А з (х3 + у, у^ +х, О), L : х2 ♦ у2 = a2 , z = О
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94-7* A = (х,у,г), L on joon ABOA, kus AB on kruvijoon x = 
= асов t, у = a sin t, z = at ning BO ja OA on sirglõi­
gud, kusjuures О = (0,0,0), A = (а,0,0) ja В = (а,0,2-ка) 
948. Näidata, et kui vektorväli A on potentsiaalne, 
siis vektori A tsirkulatsioon selles väljas mööda iga kin­
nist joont L on võrdne nulliga.
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V A S T U S E D
I peatükk 
§ 1 .
2* Integraal jaotada kaheks osaks sõltuvalt avaldise 
sgn(x-y) märgist. 22* 9* Üi* 4. lj?. arctan 2 - arctan 1 = 
= arccot 3« 16. 1# 12*  ^ + In 2 - ln(1 + e). 18. 1. Teoree­
mi 1 kasutamiseks teha muutuja vahetus у = 1/n, siis saab 
kasutada teoreemi 1 näiteks lõigus T = [0,lJ . 1£. тг/2.
20 , 2, 22* 7r/2. 22, 2, 2£. 7Г/2. Teha muutuja vahetus z= 
= у - 2. 24, 0. 2£. ln(y/ \/l y2). 26, 2arccot y.
2 7 . -y“1 j' ln“2(xy)dx. 28. 2у_/1(созлу2 - cos y2).
0
2 9 . (ey - 1)/y. ^0. y-^aresin 2y.
31, y“1 (arcsin у - aresin 2y), ^2, F y = 2y’"/,arcsin(y2z^),
? z = 3z*/1arcsin(y2 z^) • 22. = 2y(y2 - z)”1sin oc(y2 - z), 
? z = (z -ly2 )"1sin зг(у2 - z). £4. F y = (2y)“1 (4“y/z - 1),
F z = -(2z)~1 (4"y/z - 1). 22. 26/3. 40. 1/4. 41. 7Г/4.
42. 2,5. 4£. 44. 4(1 + y)y-1(2 + y)~1 l n h  + yl.
4S* у(I "£~2уУ 111(2 + 5У + 2y2 ) - C-ffi ln(2 + y " y2)e 
4 6 . 2y“1 [l - 21n(e - y2 )] . 4£. 2y_>1sin 2y2 . 48. 0.
4 9 . y“1 (3cos y^ - cos y). £0. F y = y ^ l n h  + у + yz|, F z = 
= *y ♦ (1 + z)”1 ln(1 + у + yz).. £l. F y = (y + z2)-1 *
• sin(yz^ + z^), F z = (3y ♦ 5z2 )(y + z2 )“1 z”1sin(yz^ ♦ z^). 
£2» Py = j“1 [exp(yz2) - 2exp(y2 z)] , F z = z“1 .
• [2exp(yz2) - exp(y2 z)] . 5 2«'Fy = 8-- y  1 cos у - |  cos |  -
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- -^(sin у - ein 2), = l(sin у - sin f ) + § cos |.
£4. 2yPy = 3(e“y z - е-У3 ), 2zFz = 3(e“yz2 - e“z5).
л arcsin y. £6. ( jt/2)sgn у ln(1 +lyl). • °* 
j>8. к ln[(|y| + Vy2 - 1 )/2 . Olgu |у| == z siis võime tähis­
tada F(y) = G(z), saame 
t t/2
G • /_\ _ ( 2z dx ( 2z du ж
( z ) - ) 7  - ein2. ' ) 7 T 7 ^ — 7 ^ - T r ¥0 z“ s n'-x ' z + (z - 1)0 \Д2 _ 1
Integreerides selle tuletise ja tähistades z = 1/v, leiame 
G(z) = re ln(z + ]/z2 - 1) + С = -тг ln v +?rln(1 ♦ \/l - v2) + 
+ C. Teisest küljest antud integraalist vahetult saame, et 
G(z) = ( ln[z2(1 - z“2sin2x)] dx =
0 Tt/2
= 7Tln z + ( ln(1 - z”2sin2x)dx =
'o (v = 1/z)
Tt/ 2
= -it ln v + jj ln(1 - v2sin2x)dx.
Seega saadud kahest G(z) avaldisest näeme, et peab olema 
С = f ln(1 - v2sin2x)dx - те ln(1 + \/l - v2 ) . Võttes
viimases avaldises v = 0, saame С = - 7t ln 2.
52* 71 ln[(Vy + Vy - 1 )/2 . 60. sin2 ! • 61. 0. 62. sin2! .
63. -1. 64. ln Vaata näide 4-. 6£. 1  ln * 2b t .ž .
—  a + n 2 а + 2a + 2
66. ж arcsin — . Tõestada ja kasutada võrdust
—  a л
■ 1 . ■ ln ^ = 2ab ( ---------------5- .s I F x  а - b sin x ) a2 _ fe2_Z sia2x
0
§ 2 .
62. (-оэ,оо). 68. (-00,00). 62. ( - 0 0 , 0 c ) .  20.(-oo,c^).
21. (-1 ,04. z 2 * (-1 »00)* 2Ž- (-1 »00)* ZŽ- (-°°»1 )* Integ-
graal lahutada kaheks integraaliks, jagades integreeriais- 
piirkorma pooleks. (-1*“*)« 2§. (-1*00)* ZZ*
78. (-3,~>). 22* C-°°»3). 80. (-1,oo). 81. [-1,1].
82. Olgu у <2 .  Kuna x sin x -*• 1 protsessis x-* 0, siis lei- 
dub arv £ > 0  selline, et x sin x > 1 / 2  vahemikus 0 < x ^ £ .  
Seepärast võrratus (9) ei kehti, kuna
1 (d x ^  (j
xy 2(2 - у)
kui у-* 2-. &£. Alumise raja x = 0 ümbruses on integraali­
alune funktsioon tõkestamata, kui y-* 0. Päratu integraali 
ühtlase koonduvuse definitsiooni rakendamiseks uurime hin­
nangu (9) kehtivust, saame
x^ - xy2 y2 1 | 1 1„  J 2 ♦
5 (y2 ;  “2)2 --- - - 1 + ” ln -*■ < £ ,
mis peab kehtima 0 < £ < £  korral sõltumata muutujast 
У 6(0,1). Võttes aga £ = y, saame 
g(1 - ln 2) <  £ , 
mis £ suvalisuse tõttu eri saa kehtida. 84. (-00,00).
fiS . < -0 0 ,0 0 ) , 8 6 # ( -0 0 ,0 0 ) . 82 ,. f o , 2*®). 8 8 . ( —00,00) . 
8 2 . ( — 0 0 ,0 0 ). 9 0 « ( — Oo, o o ) . 9 "1. ( — 00, cx>). 2 2 . ( -0 0 ,0 0 ) .
1Q1. Kasutada hinnangut ln x = 0(x” protsessis x-* 0+. 
102. Vt. ülesande 101 juhendit. Kasutada ka hinnangut 
ln x = 0(1)(1 - x)V 4  protsessis x-*1-. Ю 5. Võrratuse (8) 
näitamiseks integreerida ositi, võttes u = (1 - x)2+y*
•(1 + x)y ja dv = (1 - x)“2cos(1 - x)"^dx. 107. Valida
' а —1 / 2
majorandiks funktsioon g(x) = ( it/2)(1 - x ) , kus а =
= tan(7r/180). 108. Arvestada, et ln(1 - x^) = *
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= о [о - х^ ) _ о(1 )(1 - х®)”^ 2 protsessis х-*-1- ,
тг/2
kus а = In 2. 114. Arvestada, et F(y) = 2 ^ (-ln 3in x)ydx
ning iga 0 < a  <1 ja b > 0  korral on (-ln sin x)b = 0(x”a) 
protsessis x->-0+, sest selles protsessis s^n s
j
= (s'£^  '% ) sinax(-ln sin x)y = 0(1). 116. Valida majoran-
diks funktsioon g(x) = (1 - a2sin2x)“^ 2 , kos 0 < a < 1 .
124. (Ti/2)(fl-2y-1). 12^« -л(1 - \/l" - У2) . 126. or ln [(1 +
-t-Vl - у2 )/2]. 127. It ln (1 + \/i - y)/2 • 128. -arcsin^y.
129. Tr ln (1 + \/l + y)/2 . 1^0. * ln[(1 + V1 + y)/2] .
131. arshy. 132. я ln(\/y ♦ \/z). 133. ic ln(|y[ + |z|).
Arvutada F_, eeldades esialgu, et y > 0  ja z > 0 .  
z
134. ^  arctan Vi. 135. ЯЛ/8. 1^6. 0 ja 1. 122« 1/2 ja 
10,5. 1^8* 1 3a “7* 1Ž2* ^  (In 2 - 1). 140. 1. Kasutada 
teoreemi 4 või teoreemi 3i vahetades osadega x ja у ntng 
valida X = [O, */2] ja Y = [0,1). 141. 2. 142. 1.
143. Tt/2 - 1. 144. 2. 143. 2. 146. Lähtuda päratu integ­
raali definitsioonist ning näidata ja arvestada, et rida
00 v 1
= j ^ - on ühtlaselt koonduv (muutu-
n=1
ja x suhtes) igas lõigus [o,1-e.1c Г0,1~| ja rida 
00 n+a J
J  (_1 ) » £ ! _ = ---  on ühtlaselt koonduv (muutuja £ suh-
n=o
tes) lõigus [0,1] .
§ 3.
148. Majorandiks võib võtta g(x) = exp[-(|x|- b)2] , 
kui |x| ^  b = max(|c| , |dl ). Arvestada, et (x - y)2 ^
_^( I x| — |у| )2 ^  ( Ixl - b)2 . 162. Majorant otsida juhul y ^ 1 .
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163• Vaadeldes integraaIial ust funktsiooni muutuja у funkt—
sioonina, veenduda, et punktis yQ = (a + b - 1 ) 0  + x)
on temal globaalne maksimum. Viimase abil saame majorandiks
M x a“\ l  ♦ x)"l"’a”t>, кцз M = const. 164. Võrratuse (16) näi-
2
tamiseks integreerida ositi, valides dv = x sin x dx. Seej uu- 
res arvestada, et v(x) = 0(1), avaldis u(x) = (x + x 
kahaneb ja seepärast u’(x)^0. 167. Integraali (16) hinda­
miseks teha temas muutuja vahetus xy = z. 170. Kasutada 
ülesande 167 lahendust ning valida A = 1/y ja eeldada, et 
y-*> 0+. 175. Teha muutuja vahetus x - у = z. 176. 1/18.
177. ir2/8. 1£8. ti/4. 122« ъ/2. Vt. näide 14. 180. 0. 
181. 1. 18 2 . Muutuja vahetusega x = 1/u taandada ülesandele 
146. 1 8 3 . Kasutada ülesandeid 146 ja 182. 1 84. 0,5 ln y. 
183. ln(y + 1 ) .  186. 0,5 ln(y + 1). 182. *7/2.
188. 0,5« sgn у. ln(1 +lyl). 1 89. «lyl/2. 1 9 0 . ln(z/y).
191. 0,51n(z/y). 1^2. ln(z/y). 22!• 0»5tt ln(y/z).
194. 0,5ln(1 ♦ z2/y2). 195. arctan у - arctan z.
196. 0,5 ln[(1 + y2 )/(1 + z2 )] . 197. arctan z - arctan y. 
198. 0,5 ln[(1 + z2 )/(1 + у2)] . 122.. (n - 1)ly”n .
200. 0,5 In[(z ♦ y)/z - y)] . 202. тг/(2 \[2 ). 2C£. H/][2 . 
204. 0 ja -3 . 205. -3/2 ja 10,5. 206. ln(b/a).
207. TT (b2 - a2)/4. Vt. näide 15* 208. Oletame, et koondub 
näiteks parempoolne integraal. Et integraal (14) koondub 
ühtlaselt hulgas X^, siis iga C > с korral teoreemi 3 põhjal
ja päratu integraali monotoonsuse omaduse põhjal on 
С 00 С oo
( P(y)dy =  ^ dx  ^ f ( x , y ) d y ^  G(x)dx = 0(1), 
с а с  а
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kust järeldub, et tõestatava võrduse (19) vasakpoolne inte­
graal ka koondub ning kehtib võrratus
OO oo
 ^ F(y)dy ^  (j G(x)dx. 
с а
Järelikult kehtib ka vastupidine võrratus. 209» \/»t / 2. Ka­
sutada teoreemi 4 või ülesannet 208. Antud juhul G(x) = 
Г -x2 (1+v2 )
= xe J 'dy. Viimase integraali ühtlase koonduvuse
о
näitamiseks võib kasutada järgmist Dini teoreemi (vt. 
Ильин В. А.,Поэняк Э.Г., Основы математического анализа, II. 
М., 1973, lk. 275): Kui funktsioon f(x,y)^.0 ja in­
tegraaliga (18) määratud funktsioon G on pidev piirkonnas 
X, siis integraal (18) koondub ühtlaselt piirkonnas X.
210. it z/2 - \[ягу. Arvutades F ja F ,saame peale integree-
J "
rimist võrduse F(y,z) = - V ^ y  + C(z) = Tt z/2 + C^(y), 
kust arvutame C(z). 211. (\[ž - Vy). Kasutada ülesande 
210 lahendust. 212. F(y) = 0,5\fn exp(-y2/4). 213« ?(y) = 
= 0,5\TS exp(-2y). 214. Kasutada ülesandeid 162, 163 Ja
208. 215« Integraal arvutada ositi integreerimisega,arves­
tades, et ülesande 209 vastuse põhjal on x[l -ф(х)]= o(1)t 
kui x -*o ö  . 218. Kasutada valemit (20).
§ 4.
221. я/8. 222. тх/(2\[2). 22£. я/(2 \/2) . 224. 00. 
225. л\/2/4. 226.3t. 22£. 1/112. 228. 3 5 * /2097152. 
229. n\l2/2. 2^0. n\f2/ 2 . 2£[. 2я \[J/9* 2^2. я\Г2/4.
233. tnr/3. 2^4. тгN/5/3- 2 ^ .  ^^2/5. 2^6. 1/5.
237. 32/35. 238. (4\/я )~1 Г2(1/4 )« Teha muufcuda vahetus
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cos x =  1 -  2 t ^ 2 » 239» - т с 2 c o s t c  x  sin“2 Ttx ja 
n:3 (1 + c o s 2 ti x)sin- 3 Tt x. Kasutada valemit (26). 240. О. 
241. 27с2/3» 242.7т5 » 24^. iT2L__ cos xy = 1  +
°° Л
+ 2y У (-I)11” g * » 244. \fn/2. Teha muutuja vahetus
n=i n -ar
2
x = t. 246. тг/2» Integreerimisjärjekorra muutmise põh­
jendamiseks valime 0 < z ^ 1 / 2  ja näitame, et integraal 
1/z о -0
(j dx =  ^у dy ^  e-xy sin2x dx
о o o
on ühtlaselt koonduv z suhtes lõigul [0,1/2], kuna punktis
z = 0 võime lugeda exp(-y/z) = 0. Seega tohib teoreemi 1
põhjal minna piirile integraali märgi all, kui z o+.
2 47. Jr/4 . 248. ln 2. 242« \j2n /4. Teha muutuja vahetus
x 2 = t. 250* V2tt /4. 251» Võtta valemis (30) parameetri
a asemele x ning parempoolse võrratuse saamiseks x asemele
а + x, vasakpoolse võrratuse saamiseks aga x asemele a-1.
252» Kasutada valemit (28). 253» Valemis (25) võtta x=1/2.
§ 5.
_2.
255» *  . 256. 0» 257» 0» 2^8. 7Г/4. 259. f(x) =
* f   ^ j  sin ay cos xy dy. 260. S(x) = § ( j O  - cos ay).
о о
»sin xy dy, kus S(x) = f(x), kui |x| ^ a, ning S(a) = 1/2
Oo
ja S(-a) = -1/2» 261. f(x) = ^  ^y“2 (sin ay - ay cos ay).
о
•sin xy dy, kus |x| a. 262« S(x) =
OO
2 ( —2
= 5= \ у (sin ay - ay cos ay)sin xy dy, fcus S(x) = f(x),
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kui 1x1 £ a, ning S(a) = 1/2 Ja S(-a) = -1/2. 26£. f(x) =
OO
2 ( —2
= 5f ) y (cos ay + аУ sin аУ - 1 )cos xy dy, kus |xl £ a.
O oo
264. S(x) = I   ^ -[sin(x - a)y - sin(x - b)y]dy, kus S(x) = 
о
= f(x), kui X  £ a,b ning S(a) = S(b) = 1. Kasutada valemit
OO
(35). 265. S(x) = ^  jj (1 + y2)“\ c o s  xy + у sin xy)dy,
о
kus S(x) = f(x), kui x £ 0, Ja S(0) = 1/2. Kasutada vale-
OO
mit (35)» 266. f(x) = (j e_aycos xy dy. 26^. f(x) =
OO О M
= ( e“aysin xy dy. 268. f(x) = ^  jj Si— ^  sin xy dy. 
о ‘ о 1-y
oo —'
269. f(x) = %  ( * cos -2-2 cos xy dy. 220. f(x) =
' 2
= f  f ' j L g  cos xy dy. 221. f(x) = I  eixy dy.
о 1+ y '
272. S(x) = i   ^ C03^a-^ -~1- eixy dy, kus S(x) = f(x), kui
—Oo
|x| £ a, ning S(a) = 1/2 Ja S(-a) = -1/2. 273» f(x) =
OO .
= i   ^ у (sin ay - ay cos ay)e x y f kui lx| / a.
274. S(x) = I   ^ ^[e”iby - e“iay]eixy dy, kus S(x) = f(x),
— ОО
kui x / a,b ning S(a) = S(b) = 1 .  275» f(x) =
= f°exp(iyx - y2/4)dy. 226. f(x) =
2\|S _ L
= (°°yexp(iyx - y2/4)dy. Kasutada ülesande 275 la-
^  l o o
hendust. 277. F(y) = V2/ÜT a/(y2+a2 ). 278. F(y) = -iv/8/тг •
* a У /(У2 + а2)» 279» F(y) = exp[-(y2+ a2 )/2] ch ay.
33^  - 25?-
280. F(y) = \Z£/jt а /(у2 + а2). 281, F(y) = V2/rt y/(a2+y2). 
282« Kasutada näites 19 saadud tulemust. 283« f(x) =
OO
2 ( 2 —Я
= —  \ О + У ) cos xy dy. Kasutada ülesande 280 vas-
® 00
tust. 284. f(x) = ( y(1 + y2)”1 sin xy dy. Kasu-
тс )
о
-x
tada ülesande 281 vastust. 283. f(x) = e” * x >  0
286. f(x) = I  x/(1 + x 2 ), x > 0 .
II peatükk
§ 1 .
287. (1 + ^2)/8с-0,301. 288. 85 x / 1 28 »2,085.
289. . 290. - тг/2 <  J < 4 л .
2 1 1 2
231.  ^ dx  ^f(x,y)dy =  ^ dy  ^ f(x,y)dx.
0 0  0 0
2 x/2 1 2
222. | dx  ^ f(x,y)dy = | dy  ^ f(x,y)dx.
0 0  о 2y
о 1 2 1
293. ( dx f(x,y)dx + ( dx ( f(x,y)dy =
-2 -x/2 0 x/2
1 2y 2 1
= ( dy ( f(x,y)dx (vastus ( dx \ f(x,y)dy on ka
0 -2y -2 |x|/2
õige, kuid integraali praktiliseks arvutamiseks sobimatu).
о T+x 1 1-x
224. | dx  ^ f(x,y)dy | dx j f (x,y) dy =
-1 0 0 0
1 1-y
= ( dy ( f(x,y)dx .
0 y—1
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1 \f1-x2 Л \fl-y2
222* 5 dx ( ---  f(x,y)dy = ( dy ( _  f(x,y)dx.
____  -1 - _ _
2 3V1-x2/4 3 2\/l-y2/9
226. ( dx ( ----- f(x,y)dy = ( dy ( _______ f(x,y)dx.
-2 -3 \/l-x2/4 -3 -2\П^у2/9
v a  v a - ' W 5 1 y ^ a
22Z* ( ,------- f(x,y)dy = ( dy ( f(x,y)dx.
- V a  1 / 2 - V v ^ ?  о - f c p
4 J t f e - x 2 5 2t\/4-(y-5)2
298. ( dx ( _____  f(x,y)dy = ( dy ( _________ f(x,y)dx.
о З-^ х-х 1 2-\/ч—  Су-3')2b 3 - x x 2 i 2-V4-(y-3);
1 1  1 \/y
299.  ^ dx  ^ f(x,y)dy =  ^ dy  ^ f(x,y)dx.
-1 x 2 о -V7
I x 2 1 # 7
300. <j dx (j f(x,y)dy =  ^ dy ^  f(x,y)dx. 
о X3 о ЧТ
I I  1 Vl-x2
301.  ^ dy (j f(x,y)dx. £02.  ^ dx  ^ f(x,y)dy.
0 у о 1 -x
1 e
о e“
2 У 4 2
304. ( dy С f(x,y)dx +  ^ dy ( f(x,y)dx. .
о y/2 2 y/2
0 \/y+1 3 1-У
505. ( dy ( f(x,y)dx + ( dy \ f(x,y)dx. 
il о -Vy+1
1 \/l-X2
306.  ^ dx ) f(x,y)dy.
-1 x2-1
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1 2 2-72. >-Vi-y с
307. ) dy  ^ f(x,y)dx ♦  ^ dy  ^ f(x,y)dx.
o o  1 о
2 2x 1 arccos у
£08. I dx f(x,y)dy. ^0^.  ^ dy  ^ f(x,y)dx.
0 x о -arccos у
1 я-arcsin у
31О.  ^ dy I f(x,y)dx.
0 arcsin у
1 arccos у
H l «  \ аУ f(x,y)dx.
о -arccos у
512. 1/6. 1/Ю. £14. тт. 3/2. 316. 5 jt4/322 .
3 17. 4. Teisendada korrutiseks. 318. 5 ln 5 - Ю + e.
319. (e - 1)2/2. ^20. 2 - 3«И . 321. -\/з/4 + 7t/3.
322. 33/140. 325. 32/21. £24. 35ла4/12. Lahendus:
2ла у 2ца
^  y^dxdy = f dx (J y2dy = 1   ^ у3 dx =
D 0 0  о
2я ^ 2JI
= 1  ( а^(1 - cos t)3a(1 - сое t)dt = —  \ (1 - cos t) dt.
3 I 3 ^
О О
§ 2 .
2 3 
325. \ u du ( f(utuv)dv.
1 2
1 1 2 1/u
326. j udu  ^ f(u - uvtuv) dv + { udu ( f(u-uvtuv) dv. 
° °  ' 1  1-1/u
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2/3 3/(1-v)
327» j dv j N f(u - uv,uv)u du.
1/2 о
1 2 j t
328. ^  j sin22v dv  ^ f(u cos^v,u sin^v)u du.
о о
4 4-u
тг/2 2
331. ( dcp \ f(r cosф ,r sinep )rdr. 
о 1
Я/2 2
332. ( dcp ( f(r cos<p,r sintp)rdr. 
ir/4 1
2.TZ а
333.  ^ d^f  ^ f(r cosif ,r sinep )rdr. 
о о
тг/2 2cos<p
334. ( dtp  ^ f(r cosep,r sinep )rdr.
-Tt/2 о
7t 4sin ep 
333.  ^ d(f  ^ f(r cos<p,r sinep )rdr.
о о
arctan2 8cosip
336.  ^ dep  ^ f(r cos<p,r sin ep)rdr. 
Ti/4 4cos cp
2k  1
337. 6 d<p  ^ f(2r cosept3r sin <p):cdr.
о о
2тг 2
338. \[в  ^ dtp ^  f ( { 5  г cos ер , ^2 г sinip) rdr.
о 1
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•Л/2 2
3 3 9 . ( dtp  ^ f (reos tf ,r sin (p)rdr.
о V2/cos(<p - 31/4)
Я VJcos2 ^ sin <p
340. \I3 f(r cos tf, ^5 г sinep) rdr.
о о
2£L* 4/3. 242. Jt/2. 2ŽŽ* 5 ix/2. 244* (* - 1 )/2.
345. 2. 346« 2/3. 347. 0. 248. 4/3. 349.-4/3. 350.4л /3. 
351. 1. 3 52. тт/З. 25Ž* 10 V I  ir/3. 354. 2 я/9.
355. 1 6 * /3. 2 it/ 3 . 2SZ- "бот 2 . 228* я2/16.
359. 2 4Я . 260- 4 Jt . 2§1« [я/3 - (16 V2 ^ 20)/9]/2.
362. Зя . 363. я/\£. Minna üle polaarkoordinaatidele ja 
arvestada sümmeetriat. Siis
4 4  —1/4
kus = (cos <p+ sin ф ) ja u = tanep.
§ 3.
364. яа2 . 365. 12 - 9/ln 4. 2£6. 5. 367. 15/2 -
- 8 ln 2. 268« 7/120. 369. 38,4. 222» лаЬ •
371. 7t(b2 - a2 )/4. 2Z2. V 6 0 .  2ZŽ* a2 . 1Z4. 5яа2/8. 
375. 3 J t / 4 .  2Z § «  2a2 . 2Z Z «  (3 V I  - л )a2/3. 2 Z § .  3/ 4 .  
379. 3 9я/25. 380. 1. Teha muutujate vahetus 4x ЗУ =
= 12u, 4x - 3y = 12v. 381. ln(3/2)/3. Teha muutujate va­
hetus xy = u, y 2/x = v. 382. 3 7ta2 . 383. ab/70. Üle min­
na üldistele elliptilistele polaarkoordinaatidele,
*1
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võttes . . 8. 284. [ | ^ (ä£ „ j£) + a V j .  ^
22Ž- f  (! г  *  й > - ж .  ж -  aV(-ioc^).
с • а 6с (ad + be)
2§§* (fs + “2^* 2§2* Ц ^  + “2^* 222* 560/3.
521. 3/4. 122* W 6 / 5 .  22Ž* ЛС8 - 3\(з)/б. 22£. 1/6.
22S. 16. 22§. 22л. ^22. тг(б \/з + 5)/3. 398. 1б/з.
399. 68/15. 400. Зтг. 401. 45л /32. 402. 4л (2\/б - 3). 
40 3 . 24331/16. 404. 243л. 405. я . 406. л abc(2 -\/2)/3. 
407 . 4лаЬс(2\/2 - 1)/3. 408. 4 л а2 . 409. 14.
410. 2л (2\[2 - 1)/3. 411. 36. 412. 2V2. Integreerimis- 
piirkond võtta yz-tasandil. 413. 2V2 7t . 414. 4л . Integ-
О
reerimispiirkond võtta yz-tasandil. 415. 16a . Integreeri- 
mispiirkond võtta zx-tasandil. 416. 48. Integreerimispiir- 
kond võtta yz-tasandil. 417. 16(\/8 - 1)/3. 418. 4 0л .
419. 8(л - 2). 420. 28л . 421« ла \/a2 + h2 +
+л h2ln[(a + \ja2 + h2 )/h] . 422. a( (i -°t ) [b(£ - у) +
+ a ( s i n £ -  sin^)] . 423. л R^k/3, kus к on võrdetegur. 
424. 2 л aR2/ 3 . 42£. 4a2/3. 426. 2kitln(b/a), kus к 0n 
võrdetegur ning b ja a on rõnga välis- ja siseraadiused.
427. 4a2bk/3» kus a > b  on ellipsi poolteljed.
428. (0, 4 b /(3* )). 422. x = (1 - л/4)(1 + \/2), У =
С С
= ( л/2 - 1)(2 + \[2)/В. 430. Raskuskese asub nurga роо- 
litajal kaugusel 4Rsin( ot/2)/(Зо< ) ringi keskpunktist.
431. Raskuskese asub nurga <* poolitajal kaugusel 
4sin^( <*/2)/[3(ä-8in<* )] ringi keskpunktist. 452. Xq =
= -a/2, yc = 8a/5. 433. xQ = 5a/6, yQ = 16a/(9^).
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4 34. xc = a2b/(l4c), yc = ab2/(l4c). 435. = л а,
Ус — 5^/6. 436» = -а/5, ус = 0 «
4 37. хс = -(64 + 15 я )а/(80 + 407t ), ус = 0. 438. Masske-
se asub kolmnurgas hüpotenuusi keskristsirgel täisnurksest
tipust kaugusel kolmveerandit hüpotenuusi pikkusest. Võtta
x-telg pikki hüpotenuusi ja y-telg läbi täisnurga tipu.
439. 5xc = a(3a2 + b 2)/(a2 + b 2), 5yc = b(a2 + 3b2)/(a2+b2),
kui kaatetid pikkustega a ja b asetsevad vastavalt x- ja y-
teljel. 440. Jx  = Jy = (1 - 5лЛб)а4 . 441. Jx =
= 21 Tr a4/32, J = 49 л a4/32. 442. 4J = 4J_ = 3 *  a V / 2 .
У У
443» Jx = ka^/10, kus к on võrdetegur. Koordinaatteljed pai­
gutada nii nagu ülesandes 438.
________§ 4.
444. 4ttR5/(3 Va2 + b2 + c2 + уR ) , kus | < 3 »
4 4 5 . 232. 446. 40/3. 447. 4. 448. 1/12. 449. 30.
2 4—2x-4y/3
450.  ^ dx ^  f(x,y,z)dydz = ^  dxdy  ^ f(x,y,z)dz, kus
0 Dx D o
Dx s {(y*z^s У/5 ♦ z / 4 ^ 1  - x/2j, D = |(x,y):x/2 ♦ y/3^ l ) .
1 1
451«  ^ dx ^  f(x,y,z)dydz = ^  dxdy j f(x,y,z)dz, kus
о Dx D o
Dx ={(y»z): 0^y^ \ f l  - x2 , O ^ z ^ l J ,
D = f(x,y): x 2 ♦ y2 ^ 1 ,  x ^ O ,  y > o ) .
1 1 J 1-x2-y2
4^2» ) dx ^  f(x,y,z)dydz = jjj dxdy ( f(x,y,z)dz,
-1 Dx D o
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kus Dx = {(y,z)s 0 < y 2 + z - x 2 , z>o},
D = {(x,y): x2 + y2 < l }  .
a w 
4£2« J dx jjjj f(x,y,z)dydz = ^  dxdy f(x,y,z)dz, kus
w = с V a 2b 2 - b2x 2 - a2y2 /(ab),
Dx = y2/fe2 + z2/c2 < 1  - x 2/a2j,
D = | (x,y): x 2/a2 + y2/b2 < l j .
а с
454» j dx ^  f(x,y,z)dydz = ^  dxdy j f(x,y,z)dz, kus
-a D
x
w = с ^ x 2/a2 + y2/b2 ,
Dx = {(y»z^: z2/°2 “ У2/Ь2^х 2/а2 , 0 ^ z < c j ,
D = f(x,y): w2 ^ c 2 j.
1 2-2x
4 5 5 . j dx U  f(x,y,z)dydz = j ^ dxdy ( f(x,y,z)dz,
-1 Dx D (x-1)2+y2
Dx = ((y»z^: z ” У2 > ( *  “ 1)2» 0 < z  ^2 - 2xj, 
D = {(x,y)s x2 + y2 <lj.
kus
]
1 x 1-x 1 1-x
45 6 « jj dx { jj dz jj f(x,y,z)dy +  ^ dz  ^ f(x,y,z)dy =
0 0 0  x z-x
1 z 1-y 1 1-y
=  ^ dz dy <j f(x,y,z)dx +  ^ dy jj f(x,y,z)dxj.
о о z-y _____  Z О ---
1 1 \lz2 -x2 1 z Vz -y
2SZ- j 5 Г 5-^ f d y  = i dz i d 7 \/-5— 5 f d X '
-1 Ixl -vz -x О -z -vz -y
1 X 2  1 X 2 +1 1 v
4 58. ^dxj^ dz J f(x,y,z)dy + ^  dz j f(x,y,z)dyj =
J z - X
34
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= j dz j j  dy\___f(x,yf z)dx + dy  ^ f(x,y,z)dxj+
0 O VZ-y \[г  0
2 1 1
 ^dz ^  dy;,._ f(x,y,z)dx.+
1 Vz^l Vz-y~
4 61. Ю1п(4/5). 462. 4 K/3. 46£. 1/2 . 464. (41n 2 -
4 65» 1/364. 466. 11. 46£. 1/48.
§ 5»
тт/3 а 1 
468. dip  ^ rdr j f(rcosif, rsimp, h)dh.
ir/4 о о 
2ТГ а с 
469. j dip  ^ rdr  ^ f(rcos<ff rsintp^tOdh. 
o o o
2
к / 2  2 созцр r 
470»  ^ dvf> j rdr  ^ f (rcos rsinif# h)dh.
- тс/2 о о
2 ti с h / c
471.  ^ dtp (j dh  ^ f(reos y, rsinift h)rdr.
тг/4 a\/cos2vp \/a2-r2
472. ( df> Jj rdr ( _____  f(rcostp# rsimp^ h)dh.
- к/4 о -\/a2-r2
2 к а\/з/2 /а2-г2
473. \ d ^  ( rdr ) __ f(rcos<p. rsinip. h)dh.
/ ' / P J)
о о a - V a -г
474.
тс/2 я/2 а
( d^ ( sinö di3 С f (rcos^f sinöf rsin^ sinö, reos d )
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1 ) /8.
2
r dr.
475.
к/2 л а
 ^ d f  j sinS d 0  j f(rcos<p sin 8, rsin<f sin 0 t reos 0 )r2dr.
- jt/2  о о
4Z6.
2n it а
(J d<f>  ^ s i n 6 d 6  jj f (reos Ф sin 0, rsin<f> sin 0t reos 0 )r2dr.
0 0 о
m -
2n ж cos в
jj dф ^ s i n ö d Ö   ^ f (гсоэф sin 0, rsinvp sinö, reos© )r2dr.
о 0o о
478.
jt/4 arctan(1/cos(p) 1/(cos<p sin 0) 
jj dф  ^ s i n ö d Q  jj f (reosep sinö,rsin<p sin0 ,rcos 0)r2dr.
о о cotö/sinö
479. n[3  \fiÕ - \f2 - 8 + ln(\/2 - 1) - ln( \/lÕ - 3)] .
480. 4 Tta^/\/3. 481. лc^/4. Valemites (34) vahetada osa­
dega у ja z ning kasutada valemit (35). 482. 1 6 tc/3.
483. 4л(Ь5 - а5)/15 . 484. л. a2c2/4. 485. ас2/1б.
486. 16 Jt /3. 48£. я/Ю. 488. 2tc/3. 48£. 4ЯаЪс/5.
490. 6 Jt2 . 4^1. я /1 0 . 4^2. 59 Tl a^/480 . 42Ž. * a b c 2/4 .  
494. к  . 42S. 8 . 4^6. 4 л a-V 15. 42Z* л /8 .
§ 6 .
498. 64. 499. 7/12. £00. 16. 501. 16. £02. 7/24. 
503. 3/35. JŽ04. 55/6. JtO^. л/2. £06. 81 я/4. Kasutada 
valemit (30), kus kahekordse integraali arvutamiseks teha 
muutujate vahetus x =r CO89 » У + 1 = г sintp . 507. л/2.
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508, jt . £02. 5 2 k  /3. £10. 1 9 K / 6 .  £11.. к/8. Kasutada 
valemit (30), kus kahekordse integraali arvutamiseks teha 
muutujate vahetus x + 1/2 = reos <р, у + 1/2 = r sin<p.
512. 5TtaVl2. £1£. к/96. 514. 2каЬ/5. 515. кab(2-\/2)/5. 
516. к. 5 17. 3/40. 518. 1/2. 512. 4ла5/21. £20. я2 . 
521. 4к. £22. n a 2bc/(3d). £2£. (abc)4/(360d9 ) .
524. (abc)2/(6d3 ). £2£. К 2abc/4. £26. 4abc7/(2ld6 ).
527. 5Ttabc(3-\/5)/l2. £28. 4 к abc/35. £22. abc/90.
5 30. abc^/(60p3 ). 531. abc pq(a/p)V(60aq + 60bp).
552. abc/554400. £££. abcp(5c + 4p)(c + p)"2/60.
554. (abc)2/(560p). 535. abcpq(a/p)V(64aq + 64bp).
536. аЬс/(Зя ) .  ££2* a4/ 2 * abc(a ♦ b + 0 / 2 .
££2* 3a4/2. £40. a4/24. £41. 162 я. £42. k 2R4/4.
543. 8^~2/35» £44. кяа^с/2, kus к on võrdetegur.
li p 
£4£. кяа /12, kus к on võrdetegur. 546. бкка , kus к on
võrdetegur. 547. (a,a,a). 548. (3a/5, 3b/5» 9\/ab/32).
549. (3a/8,3a/8,3a/8). ££0. xQ = yQ = 0, zQ = 3(a + o)2:
s (8a + 4c). 551. (0,0,3c/4). 552. xc = yc = 0, zc =
= 3c(2 + \/2)/1б. £££. (3a/28 ,3b /28,3c /28). ££4.(0,0 ,2a/5).
555. xc = yc = 0, zc = (20a2 - I5ad + 5d2 )/(20a - 5d), kus 
a on kera raadius ja d on segmendi kõrgus. 556. J =
— _
= abc3/60, J „  = a5bc/60, J„v = ab5c/60. ££7. J ^  =у  z zx  x y
= 4яаЬс3/15, = 4 я a^bc/15, J„v = 4л-аЪ5с/15.J  z ZX
558. Jxy = згаЬс3/15, Jyz = я a3bc/20, = nab3c/20.
559. = 2аЬс3(15к- 1б)/225, Jyz = 2а3Ьс(105* -92)/1575» 
J _  = 2аЪ3с(Ю5л - 272)/1575. £60. 14k, kus к on võrdete-
Z X  1 ■
2 4-
gur. 561. 4ma /9, kus m = кка on kera mass ja к on võr-
-268-
detegur. 562. J^ = m(a2 + 2с2/^), kus m = 2 71 a2c on si­
lindri mass ja 9 on tema tihedus. 565. JQ = л^ау^ /8, 
kus on keha tihedus. 564. "^[p V^ä2" + p 2 + d V a2 + d2 -
- plpl- dldl* a2ln(p + Va2 + p2) - a2ln(\/ä2 + d2 - d)] , kus 
p = с - d. £6£. U = 2^<5>(R2 - d2/3), kui d 4R, ning ü =
- 43t^R3/(5d)t kui d > R ,  kus d = Va2 + b 2 + c2 ja ^ on ke­
ha tihedus. Paigutada z-telg läbi punkti (a,b,c).
§ 7.
566. к. £6£. Tt/8. £68. 2. £62. 1/4. 222. 4..
571. 00 . 572. jc/3. 573. V2. ££4. 2к . 2 x  .
576. тс/2. Ш * л/2. £2§* 1/2. 5Z2. 1/16. ^80. 7ca2(21na - 1). 
581. Hajub. 582. it2/8. Kasutada ülesande 179 vastust.
583. 7t/(°t - 1), kui <*>1, ja 00, kui c* 1. 584. 9/2. 
Jaotada integraal kaheks päratuks integraaliks üle piirkon­
dade D1 = ((x,y): 0 ^  x  ^  1, 0 4 y < x j  ja
I>2 = x v< y < l ) .  л . 586. -7t2in2/2.
Teha muutujate vahetus 2x = u + v, 2y = u - v. 591. \fjž/2. 
592. 1/a + 1/b > m. Kasutada muutujate vahetust lx! =
= r2/^ acos2/,a9  , |у| = r2/"b sin2/,bip . £22» V a + 1/b (m.
£2Ž* m < 1 .  52^ . 8 / 1 5 .  526. 00. 2 % .  Jt/16. 598. K\fx.
^22. 4ТГ/3 . 600. 00 . 601. Hajub. 602. 8 л a(ln а - 1) . 
603. Hajub. 604.8 Jca5 (ln а - 1/3)/3. 60£. (1 - a)“5 , 
а< 1. 606. 4 тс/(2a - 3), а >3/2. 60£. 4jl/(3 - 2a), 
а< 3/2. 608. 2xB(3/2, 1 - a), a < 1 .  602. а >3/2.
6Ю . а<3/2. 611. а <5/2. 612. а - b < 3 / 2 .  61^. а <3/2. 
614. 1/а + 1/b + 1/с<1. 615. а < 1.
35 -269-
III peatükk 
-§ 1 .
616. \/5 ln 2. Arvutamiseks kasutada valemit (4). 617» 
v/5 ln 3* 6 18. \/51n(5/3)/2. Kasutada valemit (5)« 619« 1/2. 
620 . 2 л aV2a, 621. l6a2/3. 622. a2\/2. 623. (Я- 2)/4.
624. [(1 + 4 t c2)5/2 - l]/3. 625. 3 (5\/5 - 1 ). Kasutada va­
lemit (4) või (5). Valemi (4) kasutamisel arvestada, et 
УУ' = 3» mistõttu yds = y\/l + y'2 dx = ^y2 + (yy*)2 dx =
= Vy2 + 9 dx = Vöx ♦ 9 dx. 626 . ln(\[5 + 3) - ln 2 .
627. 1 + V2. 628. 24. 629. 0. Kasutada valemeid (4) j a (5). 
630. x/(4a). 6^1. 3 1 + 2 .  6£2. a2 \J~2 . 6 ^ .  29 .
634. a5 (ch3/2 2 - 1)/6. Võtta x = acht, у = a eht. 635* 0. 
636. 2зсаеа. 6 ^ .  [(jr2 ♦ 4)3/2 - 8]/12. 6£8. 2a2 (2 - /2). 
639. 4\/5 a2/17 . 640 . 8ак3 ^2/3.
641. 2к (За2 + 4Tt2 b2 ) Va2 + Ъ /^З. 642. (56^7 - 1)/54.
6 43. (8 - 2\/2)/3. 644. 2\[2*[(1 + 2 n 2 )5/2 - l]/3.
645. а (7 + 13^2)/16. Kuna a on sfääri raadius, siis a > 0  
ja seepärast x > 0. 646. R<!V3/32. 647. R2 \/2. Kasutades 
valemit (8), tuleb integreerida x järgi kohast R/\/2 kuni 
kohani 0. Kasutades valemit (7), võib valida x = у =
= (R/\/2)cos t. 648. 2 tt a2 . 649. a2\f2 [100^38 - 72 -
- 171п(25 + 4\/38) - 171п17]/5/'2.
§ 2 .
650. J~ . 651. 12 tl . 622**11/3. 653. 1.
654. 16(10'1Õ - 1 )/2?. €££. 98/81. 6£6. 23/6. 62Zc re/2.
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II = 1  (( А*-+ВУ + Cz ^  = _-D_ s = 1  Sh#
5 z2 1*1 3 m  5
848« 2 (y - z)dydz + (z - x)dzdx + (x - y)dxdy. 849« 0# 
850« -Jta^/8. 851« -14. Pinnaks X  võtta pinna z =
= ^ x2 + y2 osa, mis on piiratud joonega L« 852. 0«
853. -3. 8^4. 32/5. 855. +4t  . 8£6. -тса2 . 857. 0.
858. Tarvilik ja piisav on, et Fy = P z = R^ ja Q z = Ry 
eeldusel, et need osatuletised ja funktsioonid P,Q ja R on 
pidevad.
V peatükk 
§ 1 .
859. x ♦ у = 1, (1,1). 860. x + у = 0, (1,1).
861. x2 + у2 = 5, (2,4). 862. x2 + у2 = 1, (0,-2).
863. 2y = x2 , (1,1/2). 864. у = О, (0,2). 86£. х2 + у2 -
- z2 = 1, (2,2,-2). 866. 4 z arctan(y/x) = *  , (-2,2,тс ).
867. \/х2 + у2 + (z + 8)2 + \fх2 + у2 + (z — 8)2 = 64,
grad и = (9,12,28) 64/975. 868. u grad и = (x,y,z),
Igrad и|= 2 V2 *. 862« в1*«1 и = (2х»2У»“2а)» kus z2 s
= х2 + у2 . 870. Punktides, kus г = 1. 872. grad и =
= -2r“*(x,y,z). С-1/3, 3/4, О),(7/3, -3/4, О).
2 2
674. Punktid, mis asuvad silindril x + у = 2/3*
875. у = ax, z = bx2 . 826. x2 - у2 = а, x + у = bz.
p 2 
8 7 7 . x = ay, xy + z — b. 878. xz = a, xy ♦ z = b.
2
879. x - у = a(y - z), (x + у + z)(x - y) = b.
§ 2 .
8 90. -2. 821. -1/9. §22. 0. 82^. -1. 824. 2/Ю, 
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1 - § 21* “4/3 . 826. (-3,1),(1,-1). Valemi (3) järgi tuleb 
leida punktid, к oa u^ = а 0, 897. grad u • grad ▼ / 
/Igrad ▼ !. 898« z-telja negatiivaaa auunaa. 899. Vaktori 
(2,0,-2) euuna*.
I 3.
200. 3 . 221« -2(* ♦ 7 ♦ *г 5/3. 222« xja^y.
22i. 29. 904. 2/3. 915. 1/2. 916. Ю/3. 917. 3 *  a2h. 
9 18. 0. 212* °* 920. - n h 5 . 921. эт . 922. 4д.
923. 4 n abc/3. 924. Эк^/Ю.
I 4.
925. (2y ♦ 2z,0,0)• $ 2 6 . 0.
927. (1 ,-y sin 2x, s sin 2x). 928. (-1 - гг^у, xy + 2ху^,
1 - xz). 222- (4,-1,0). 222« (-1 ,0,0). 222* a » x ♦ у ♦
♦ x ♦ С. 940. u = xyz ♦ C. 941. u = xy ♦ xx ♦ yx ♦ C.
943. ±ira2 . 944. ±тга6/8. 2 ^ «  1/2. 24§. + 2 * a2.
947. 0.

